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Doppelte und mehrfache Integrale, zwischen constanten oder durch gewisse Bedingungen
bestimmten veriinderlichen Grenzen gehdren zu den am hiufigsten in Anwendung kommenden
Partien der Integralrechnung. Zu ihrer praktischen Bedeutung gesellt sich das Interesse,
welches sie an sich der Betraehtung darbieten, und diesen beiden Umstinden zusammen sind
wohl die zahlreichen neuen Ervirterungen und die seltene Reihe scharfsinniger Kunstgriffe
zuzusehreiben, mit welehen die Entwickelung jenes Gegenstandes weiter gefiihrt worden ist.
In den hieher gehirigen Arbeiten kann man im Allgemeinen zweierlei Tendenzen unter-
scheiden: es wird entweder hauptsiiehlieh auf eine einfachere Gestaltung der Grenzbedingungen
hinzuwirken gesucht, und in dieser Hinsicht steht die so iiberaus sehdne Methode des Herrn
Prof. Dirichlet oben an; oder es wird vor Allem eine Transformation des gegebenen Differen-
ttal-Ausdrucks angestrebt, und in dieser letzteren Beziehung bleibt, so ferne es sieh bei Inte-
gralen mit vorgesehriebenen Grenzen um irgend welche Allgemeinheit handelt, noch fast
Alles zu wiinschen iibrig. — Die so nahe liegende Frage nach der allgemeinen Transformation
der bestimmten mehrfachen Integrale dureh gleiehzeitige Einfithrung mechrerer neuen Ver-
iinderliehen wurde nimlieh bis jetzt nur Einen Schritt weit, nur bis zur Darstellung des zu
integrirenden Elementes verfolgt. Kuler hat in der Abhandlung: ,De formulis integrali-
bus duplicatis® in den ,Novi Commentarii Acad. Scient. Petrop. T. XIV, 1759¢ fiir do p-
pelte Integrale die betreffende Formel, — welehe also jetzt ihr erstes Jahrhundert feiert, —
entwiekelt und hierdurch die erste Grundlage zu einer Theorie der doppelten Integrale

Denkschriften der mathem.-naturw. Ci. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. n



98 Anton Winckler.

gegeben. Wie bekannt zeigte dann Lagrange im Jahre 1773, dass die Transformation drei-
facher Integrale nach einer Methode geschehen kinne, welche sich auf vielfache Integrale 1m
Allgemeinen anwenden lisst. — So umfassend nun durch diesc und einige spitere Arbeiten
die Frage, soweit sie die Transformation des Elements betrifft, geltst ist, so sehr mangelt es
bis jetzt selbst an jedem Versuche, den zweiten Theil der Frage, nimlich die explicite Dar-
stellung des transformirten Doppel-Integrals, in der Art allgemein zu losen, dass die Anzahl
der neuen Doppel-Integrale, in welche das gegebene zerfallt und zugleich die Grenzen der-
selben vollstindig bestimmt wiren. — In Ermangelung einer solchen Lisung mochte man
sich nun allerdings damit beruhigen, dass die vollstindige Ausfiihrung der Transformation
wenigstens in jedem einzelnen Falle sich werde finden lassen, aber man darf nicht tibersehen,
dass selbst hierzu im Allgemeinen jeder Anhaltspunkt fehlt, und wohl darum Alles, was in
dieser Hinsicht erreicht worden ist, sich auf wenige und sehr specielle Falle (wie z. B. die
Complanation des dreiaxigen Ellipsoids ete.) beschrinkt, bei welchen die Grenzen der neuen
Doppel-Integrale mittelst geometrischer Betrachtungen, oder durch Verfahrungsarten
ermittelt werden, welche derselben unmittelbar nachgebildet sind. Dass sich daraus der in
anderen Fillen einzuschlagende Weg oder der Charakter der allgemeinen Losung nicht
erkennen lassen konnte, versteht sich, wie ich glaube, ganz von selbst.

In der vorliegenden Materie wachsen allerdings die Schwierigkeiten mit jeder Verall-
gemeinernng der Grenzbedingungen und mit der Anzahl der Integrationsverinderlichen sehr
rasch, und es erscheint zweckmissig auch hier von dem verhiltnissmissig Einfachen auszu-
gehen, sich also zunidchst auf Doppel-Integrale mit explicite gegebenen Grenzen
zu beschrinken und selbst bei diesen gewisse Voraussetzungen festzuhalten, zugleich aber
auch die moglichst allgemeinen Gesichtspunkte der Behandlung zu verfolgen. — Riicksicht-
lich dieser letzten Bemerkung glaube 1ch mich beispielsweise auf cine frithere, im 45. Bande
des mathematischen Journals von Crelle crschienene Arbeit beziehen zu konnen, worin ich
die Transformation einer grossern Anzahl doppelter Integrale erdrtert habe, welche sich mit-
telst einer einzigen neuen Veridnderlichen auf Quadraturen zuriickfiihren lassen. Als wich-
tigeres Ergebniss jener auf Grundlage gewisser geometrischer Vorstellungen durchgefiihrten
Betrachtungen hebe ich hervor, dass zur Darstellung des transformirten Doppel-Integrals nie
mehr als drei andere doppelte Integrale erforderlich sind, obgleich es deren in besonderen
Fillen auch weniger, oder wenn man gewisse symmetrische Formen anstrebt, wohl auch
mehr als drei sein kdnnen, die sich jedoch immer wieder auf diese Anzahl zuriickfithren lassen.

In der vorliegenden Abhandlung nun werde ich die in allen Theilen vollstindig
bestimmte Darstellung der Transformation des doppelten Integrals

¢t (2)

j.é' dxf f (1;7 3/) (73/

% £° (2)
“unter der Voraussetzung herleiten, dass die Verinderlichen , y gleichzeitig durch zwei andere
J, pt ersetzt werden, welche mit jenen in dem durch die Gleichungen
&=, , 3 y = Yo u
gegebenen Zusammenhange stehen.

Die Lisung dieser, wie man sieht, schr allgemeinen Aufgabe ist bis jetzt weder auf
geometrischem, noch auf analytischem Wege gelungen und es scheint auch in der That auf
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den ersten Anblick, dass sich, ohne vollstindige Specialisirung der Grenzen und der Relationen
zwischen den alten und neuen Verinderlichen, ecine erschipfende Beantwortung der Frage
nicht werde finden lassen. Der weitere Verlauf der vorliegenden Arbeit wird indessen zeigen,
dass dies gleichwobll der Fall ist.

Ich werde hierbei den rein analytischen Weg verfolgen, theils weil dieser der Natur
der Aufgabe am angemessensten zu sein scheint, theils weil sich auf jenem Wege das Ver-
fahren erkennen lisst, welches zum Ziele fiihrt, wenn die Grenzbedingungen in anderer, noch
allgemeinerer Form gegeben sind, als sie hier vorausgesetzt werden. Indessen ist es nicht
schwierig vielen Theilen der folgenden analytischen Darstellung eine geometrische Deutung
unterzulegen. Ich glaube sie also ohne weitere Ausfithrung dem Leser iiberlassen zu diirfen.

Einige an sich bemerkenswerthe Anwendungen des allgemeinen Ergebnisses werden den
Sehluss dieser Arbeit bilden, wobei ich nicht unterlassen werde die gelegentlich sich ergeben-
den, meines Wissens bereits bekannten Resultate, in jedem einzelnen Falle als solche zu
bezeichnen.

i

Um den folgenden Erérterungen eine villig bestimmte Grundlage zu geben, miissen
einige, die Allgemeinheit iibrigens nur wenig beeintrichtigende Voraussetzungen bis zu ihrer
ausdriicklichen Beseitigung festgehalten werden.

1. Beziiglich der Grenzen des Doppel-Integrals wird vorausgesetzt, dass ¢°, und ¢!,
fiir alle zwischen &, und &, liegenden Werthe von z einformig, stetig und endlich bleiben, und
dass zwischen &, und & kein Werth von x licge, fiir welchen ¢’,, und ¢, einander gleich
werden, dass sich daher die Grenzbedingungen stets durch die Ungleichheiten:

¢ (x) <y < ¢ (x)
S O

reprisentiren lassen, indem dann miemals ¢°,, grésser als ¢, werden kann. An dieser letz-
tern Voraussetzung werde ich durchgehends festhalten, weil dureh sie alle Betrachtungen
wesentlich vereinfacht werden, und weil sie in der That keine eigentliche Beschrinkung der
Allgemeinheit in sich enthilt. Denn gibe es wirklich zwischen & und & ecinen oder selbst
mehrere Werthe von @, fiir welche ¢°, und ¢', emander gleich werden, so kinnte man das
Grenzenintervall der Verinderlichen y jenen Stellen entsprechend zerlegen, so dass man
mehrere Doppel-Integrale erhielte, welche insgesammt der obigen Voraussetzung entsprichen
und auf welche dann die spiiter sich ergebenden Siitze unverdandert angewendet werden kionnen.

2. Die Transformation des Doppel-Integrals und der eben bezeichneten Grenzbedin-
gungen durch die neuen Verinderlichen 2, # geschehe vermége der Relationen:

- r

s — 4\(1’ ) 4 :(/ == )(l, )

wobei die Functionen .Y, ,, Y}, , fiir alle in Betracht kommenden Werthe von 2, 1 stets ein-
férmig und stetig bleiben, ob A g einzeln oder gleichzeitig innerhalb ecines in Frage kommen-
den Intervalls sich indern migen, und wobei jene Functionen die Beschaffenheit haben, dass
einem bestimmten Werthe von = und einem solchen von y jederzeit nur Ein bestimmter Werth
von A und ein solcher von g entspreche.

n#®
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Es ist eine nothwendige Folge aller dieser Voraussetzungen, dass sich aus den obigen
zwel Gleichungen niemals eine solche bilden lasse, in welcher entweder blos A und p oder
blos z und y vorkommen, so wie auch, dass es keine Werthe von 2 und p gibt, fiir welche
XX, » zwischen &, und &, liegt, wenn sowohl A als 1 aus den Gleichungen:

¢ (Yo w) = ¢ (Xaw) = Yo
bestimmt werden.
3. Die Wurzel:

v

p = p, der Gleichung X, ,, =

=

= . B Xow =4
- 0 7 — U} T
r=pn = )u,m — 7 (Ao,m)
il T _
H= [ % ” )(A, n — ¢ (‘X(/\, H))

wird als vollstiindig bestimmt und als reell fiir alle diejenigen Werthe von A vorausgesetzt,
deren Intervalle durch das Folgende ihre nithere Bestimmung erhalten, und welche mit A,
2%, 2.0, 4" bezeichnet werden mégen.

4. Diese vier Werthe von A sind die einzigen reellen, in jeder Hinsicht vollkommen
bestimmten Wurzeln gewisser Gleichungen, und zwar sei:

A = A' dic Wurzel der Gleichungen % o == g(i - oder: p, = p'
= @ (A(l, /A))
) — El
A= A" . = . o { ) ’/) . — T
o = ¢ (X, w)
=&
A=1" . , . . { i — o =
}( v = ¢ (Xa )

/
I
I

3 “H(A )
A==l . . - { pyo=p

! - ”
s 7( ) — ?1 (*X(l, #))

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass in Folge der oben bezeichneten Voraus-

ot
I

setzungen die Gleichung p° = p' keine Werthe von A und g, niimlich 2 = 2, p = p* liefern
kann, fiir welche X, , zwischen &, und &, fillt. In gleicher Weise kinnen die der Gleichung
/o = 1, entsprechenden Werthe 2 = 2,,, 2 = 1, keinem zwischen &, und &, liegenden Werthe
von X, ,, entsprechen.

9

-

Ausser den so eben beziiglich der Funetionen ¢°,), ¢, X ;. Y, ,, gemachten Annah-
men bedarf es keiner weiteren Beschrinkungen. Dagegen miissen des Folgenden wegen alle
dicjenigen Unterscheidungen bemerkt werden, welche sowohl bei der blos partiellen als bei
der gleichzeitigen Anderung der beiden Verinderlichen aufzufassen sind, und welehe insbe-
sondere beziiglich des Wachsens oder Abnehmens der Funetionen X, 0, Y5 oy s 40, 2% !
in dem ganzen zur Sprache kommenden Umfange eintreten kinnen.

Es seien 2, g an sieh positive, sehr kleine Zuwachse der Veriinderlichen 2, g, deren
Beziehung zu einander in folgender Weise festgesetzt wird. Man lasse ndmlich in X, ,, und

Y, ,, einmal blos 4 um + 04, und dann blos 2 um + du sich dndern und setze voraus, es
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hinge .\, , dergestalt von A nnd g ab, dass 64, gu gleiehzeitig positiv werden, wenn man
ihr Werthverhiltniss gemiss der Gleichung

-

A(/1 +ohp) — ‘\(R, % op)

bestimmt, so konnen bei der andern Funection 17, , offenbar nur die folgenden zwei Fille
eintreten, namlich dass entweder:

\%

i e
Yosaw Yo s o

oder dass

WV

Yois T
(torp) L L@, ptip
wird, wobei alle Doppelzcichen correspondirende sind.

Lisst man dagegen cinmal blos A um + 42 und dann blos £ um F gy sich #indern, und
setzt man voraus, es hiinge nunmehr .\, , in der Art von 2 und s ab, dass 02, du positiv aus-
fallen, wenn man sie der Gleichung

*\0- + 8k — A(A, LT o)

gemiss bestimmt, so konnen bei der Function ¥, ,, deren Variable immer zu gleicher Zeit
dieselben Anderungen annehmen, ebenfalls zwei Fille eintrcten, indem namlieh entweder

s 7
(A & 04, ) Z ) 4, . F op)
oder aber
e r
Yoron 2 Youzm

sein kann, wo auch hier die Doppelzeichen insgesammt wicder correspondirende sind.

Es ist klar, dass hinsichtlich der partiellen Anderang der Variabeln andere Fille,
welche von den vier angefiihrten wesentlich verschieden wiren, nieht moglich sind.

Ich werde nun die Relationen der Werthe von X, ,, Y, ,, unter dem Gesichtspunkte
betrachten, dass darin beide Verdnderliche sich gleiehzeitig dindern, und zwar indem g
alsirgend eine bestimmte Function von A gedacht wird. Dabei fasse man alle iiber-
haupt méglichen Beziehungen jener Functionswerthe in das Auge, welche sowohl bei blos
partieller als gleichzeitiger Anderung von 2 und p cintreten konnen. — Man nehme zu dem
Ende an, es sei di dic schr kleine Anderung von 2, in Folge deren sieh p um dp indert
oder also, es sci dyn das Differential von p genommen nach 4.

Um alle hicrbei moglichen Fille zu umfassen, gehe man von den beiden beziiglich der
partiellen Anderung so cben getroffenen Unterseheidungen aus und verfalire wie folgt.

)

3.

Fiir den ersten Fall nelime ich wieder an, es hinge X, , so von 2, p ab, dass 92, éu

und die beiden entsprechenden Werthe von .\ einander gleich sctzt; auch setze ieh sofort

positive Werthe erhalten, wenn man einmal 2 + 04 und dann g + dp an die Stelle von 2, p,

# ~ . W -2 . 0 0
‘\(li oA, p) T "X(A,/L-_&:B/L) - *X(A +dd ) pEdp) 0 ‘/1 ) ? B( )
was immer moglieh ist, da die Taylor'sche Entwickelung als Bedingung fiir die vier Zuwachsc
die Gleichung:

oo = oAy 4~ opdh
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i

liefert, welcher durch gehérige Wahl des Zeichens und Werthes von d4 immer entsprochen

werden kann.
Dies vorausgesetzt kann nun Y, , . ., zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2)

1(0)
}f(l + 04, pm) Z Y()., pom) o o 0 e e A
s 7 D (0
) (A + ,}A7 ’rl) 2 (AY " .’i‘. '7IL) . . . . . . .[) ( )
jedesmal drei versehiedene Stellungen einnehmen, und zwar in 49
Y, z Y R

)l(l + 04, 1) /(1, o+ on) (A 4+ dA, p 4 du)

z
r(/1 + oA, p) % YUL + dA, p & dp) 2 )2& 7 R R i
Yormusmw Z Yaraw 2 Yoz « o - - . A9
Dessgleichen in B©:
Ya + 3A, ) 2\ 7(1, 1+ o) 2\ Y(A Lk pdn) o+ et B®
Yosmm Z Yoropusm Z Youro - . BY
?(1 + A, o dp) Z 7(1 + 04, ) Z y(l, pEdpy o0t st B®

Entwickelt man die Functionswerthe nach der Taylor’sehen Reihe und bezeichnet man
der Kiirze wegen X, ,, 1, ,, einfach durch .X| ¥, so ergeben sich der Ordnung nach die
folgenden, mit den obigen gleichbedeutenden Relationen:

= . op — Ed)‘ 4 K dn
da dp a2 T dy

(fl—ir 0 > % o > ‘i—j di -+ jl—i dp
(‘l_g oA > % dir + l(% dp > j—f o

((zl_:’ or - :li,% o > j—i 02 > i% op

L(% oA < j/; o < %j— di -+ Z—: Iy
o <Z a4 % dp < ‘; Y

(f—l—i’ dr + Z—j dp < % oA < i% )

woranuf ich bald wieder zuriickkommen werde.

4.

Im zweiten Fall (des Art. 2) hiingt X, , so von A, g ab, dass 04, du nur danu positive
Werthe erhalten kinnen, wenn man einmal A+ @A fiir 2 und dann p ¥ g fiir g, und hierauf
die beiden entsprechenden Werthe von 1} einander gleieh setzt. Zugleich setze man

. *'1\1 ) ]gu

Xilivn,,u) — 4Y(A,,L¢,7,L) = AY(;i,m,,,,;_-,,ﬂ) D Y
was immer moglich ist, weil die vier Zuwachse nur der Gleichung
ohop = OAdp + opda
zu geniigen haben, weleher durch eine passende Wall des eigenen Zeichens und Werthes

von d4 jederzeit entsprochen werden kann.
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Ist dies der Fall, so kann nun Y, , ; .5 40+ Worin dA, dp bis auf die Zeichen gewthu-
liche Differentiale vorstellen, zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2):

) A4 a4, ) 2 ) (Ao F on) *
(A%

Yoromw S Yo,z -« - -

A,

p]
. B,

jedesmal drei verschiedene Stellungen einnehmen, nimlich in A :

Y(/1 + 04, 1) 2\ )'() nFop) >< }7(7L +dh, nFdp) -
Y(A =+ 94, 1) >< Il & dA, g F dn) é Y(l, ©~F op)
Yosranosan 2 Yozon Z Youzom

und ebenso in B;:
Yoranw S Youzew S Yarawsm
Y(A + 384, ) § 7(7L + dA p T dp) § Y(l,# ¥ o)
Yoiowzaw S Yoram S Yoz

A,
. A-)

A,

. B,
. I,
. B,

Mit diesen gleichbedeutend ergeben sich durch die Entwickelung der Fuuctionswerthe in

der obigen Ordnung die folgenden Relationen:

ax ax | dX

— 04 = — — o = —
d2 dp. ! a
ay ay ay
— ) = — — )
di = dp / = dA '
ay dYy dy ay

— 0 @l — == dp — — o
dA = dA ' dy. / = dp ’
ay .. dy @ dy

— d) — — d oA — " an
di ' dy " > dA % > dp /
ay 3 dy | Y ])
— OA — — i — A
dl < dp. / < di

dYy . dY dY dY

— OA — dd — — dn — — on
di < i dp ! < i U
dY . ay dY aY
[ —— — Y — — o
di dp / < d/ = di /

mit deren niherer Betrachtung ich mich alsbald beschiftigen werde.

5.

Eliminirt man aus den sechs am Schluss des Art. 3

Abkiirzung:
dY dY  dY 4y

A — S

EP 0 o

so ergeben sich die folgenden Bedingungen:

dyx
dp

ay
dpe

dY

dpn

dp

dp

n

stehenden Relationen mittelst
der Gleichungen A®, B® jedesmal drei der Ineremente oA, du, dA; dp, und setzt man zur

%d).<0,%_(7/1>0
A A , = =
= "A 0 =0 0 d di
:%o> ’Z—f(lﬂ> , i ~0." _

AT >03” <0

2 A0

L A®
L A®
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A A )

. I d—}d/l>0,zfdp<0....Bl
hY N dn d

;§01<0,§()/1<0, . <0, <0. .. .B®

W [ >0. .. .B®

Verfihrt man in derselben Weise mit den am Schlusse des Art. 4 aufgestellten Rela-
tionen, so findet man die denselben entsprechenden Bedingungen wie folgt:

f

%(U.<O,%_(Z/1<O....Al
A & = —
2> 0; 2 <0, 2
s = >;_.§”/< 'Y S0,. <0... .4,
- >0, . >0. .. .4,
S%dl>0,d_'\\,dp>0....B,
A A i —
2o o A { a al
3_:°)<0’%°/‘<0’(f <0, . >0....B,
<0, ., <0. .. .B

Wie man hieraus sieht, sind durch dic Bedingungen, worin ¢4 und gy vorkommen, dic
gleichzeitigen Zeichen von A und der particllen Differentialquotienten %Y, % und folglich
auch die entsprechenden (eigencn) Zeichen von dA und dp in allen denkbaren Iillen bestimmt.

Es verdient jedoch im Interesse der Kiirze schon jetzt bemerkt zu werden, dass die
spiaterhin ausschliesslich in Frage kommenden cigenen Zeichen von d2, resp. bei 4% und
A® bei B® und BY, bei 4, und 4, so wie bei B, und B; jedesmal genau diesclben sind, und
dass daher, weil eben, wie sich zeigen wird, die Vorzeichen von dp nicht in Betracht kommen
und ¢4, d¢ an und fiir sich positiv sind, von jetzt an immer nur auf die Fille A®, A%, B®.
B®, A, A,, B,, B, Riicksicht zu nehmen ist.

6.

Um alle moglichen Zeichenverbindungen, welche die Bedingungen des vorigen Artikels
zulassen, zu erhalten, muss man ) seine zwei moglichen Vorzeichen + und — beilegen,

ax .
3 und sofort jenes von d2
a

bestimmen. Alle hieraus entspringenden Fiille lassen sich indessen kurz zusammenfassen,

daraus die Zecichen der partiellen Differentialquotienten

und zwar, wic man sich leicht iiberzeugt, in folgender Form:

Eigenes Zeichen von di
A dX dX
i e AW B® 4, B, A® BO 4, By

AM 40 + + ‘ i ) '

BY O + = F
» = i
A, 4, s | 7|« ‘
B, B, + + F / |
|
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Hierin ist Alles enthalten, was nun im Folgenden iiber die Functionen .X'; 1" ausser den
imArt. 1 gemachten Annahmen, zu beriicksichtigen ist. — Es driickt offenbar den Zusammen-
hang der Zeichen der Functional-Determinante , der partiellen Differentialquotienten und
der Zuwachse der Veridnderlichen irgend zweier Functionen aus, welche gemeinschaftlich
von denselben zwei verinderlichen Grossen abhingen. Ohne diesen Zusammenhang zu
beriicksichtigen wire es nicht mdglich das Zeichen der Determinante A allgemein zu fixiren,
welches bekanntlich die Eingangs bezeichnete Euler'sche Transformation unbestimmt ldsst.

17

Um die folgenden Erdrterungen auf genaue Bestimmungen zu griinden, miissen ferner
noch alle, hinsichtlich des Wachsens und Abnehmens der Functionen:

¢’ (Xu, #)) ) @' (X(A. #))

moglichen Fille in Betracht gezogen werden. — Wie sich nun im weitern Verlauf heraus-
stellen wird, kommt es hierbei auf die Anderungen dieser zwei Functionen in der Nahe der-
jenigen Werthe ciner der beiden Verinderlichen, z. B. jener g an, fiir welche die Ungleich-
heiten des Art. 1, an der Grenze ihrer Giltigkeit, in Gleichheiten iibergehen, fiir welche also
entweder:

" (Xo,w) = Yo, oder o' (Yo, w) = Yo
wird, und wofiir (Art. 1) die Veriinderliche s als Function von A dic Werthe p° und p' erhiilt.
Da nun vermige der Bedingung (Art. 1):
¢ (X, m) < Yo, < ¢ (o)

jederzeit ¢°(X) kleiner und ¢'(X) grisser als Y bleiben muss, so ist leicht zu sehen, dass im
Ganzen nur die folgenden vier Fille moglich sind:

Yo i om = ¢ (o, o4 o) } I
i 1 R
(4, pt — opt) < ¢ ( (l,#'—on'))
;
}M, 0 — o) = ¢° (A(l, Il"—"/io)) } IT
e N
Yo wtanm < 0 (Xa, s om)
7 Q
I(A,#"—M) = ¢ (A( ,/t°—0"/1")) } 1L
Yo, w—owy < ¢ (Xo, w—am)
-
Y(A, w4y > P (A (A, 1o+ o‘;ﬂ))} 1AY
Yo, wsam < ¢ (ot o)

wobei ¢p°, gp' an sich positive, sehr kleine Zuwachse bezcichnen, deren nihere Bestimmung
vorbehalten bleibt.

Welches aber auch die Werthverhiltnisse jener Zuwachse seien, so folgt jedenfalls, dass
die Erfiillung der obigen vier Bedingungen, hinsichtlich der Werthe der Veriinderlichen
davon abhingt, dass:

p>p0 . p<p. . . . .beil
p< " p>pt. . . . LbelIl

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. o
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o<y ' po<p . . . . .beilll
po e , p>pt. 000 Lbel IV

sei: eine Bemerkune auf welche ich spiter zuriickkommen werde.
s fw}

8.

Die so eben bezeichneten vier Fille lassen sich in eine andere Form bringen, und zwar
vermittelst einer Umgestaltung, wodurch die Functionen ¢, ¢' eliminirt und die entsprechen-
den Ungleichheiten cinfach auf die Formen jener zuriickgefiihrt werden, welche in den vor-
hergehenden Artikeln betrachtet worden sind. Zugleich erhalten auch die Verhiltnisse der
Zuwachse gp'. dp’ in jedem einzelnen Falle ihre ndhere Bestimmung.

Es set zu diesem Behufe ¢* der Repriisentant von ¢° und ¢'; p* jener von 1 und p', und
zwar sei dieses /%, als Function von 2 gedacht, derjenige Werth, welcher der Gleichung:

¥, gty — ¢* (A(A, #*))

allein Geniige leistet. Lisst man darin 2 um + d2, und entsprechend p* um + dp® sich andern,
so wird man haben:

r b

Qddy prrapyy — ¢ ("\'().i(“.,‘u*i-d/l*,‘\

Bestimmt man nunmehr, wie dies in Art. 3 geschah, und unter der dort gemachten Vor-

aussetzung beziiglich der Zeichen der Zuwachse 92, du*, di, dp* diese letzteren gemiss der
(Gleichung

— " — 1% )i
A(lial,xt*) = A(z, A0 B ‘\()-iri)-, hddp*) 0 0 0 - A%, B

so Jdsst sich der fiir ) gefundenen Gleichung auch die Form geben:

(Akddd, pdp*y — ? (‘XU., [z*i«?lvl.*,‘w)
Daraus lassen sich nun die folgenden Schliisse ziehen:

Ist

E3

)'()., ¥ = ju¥) Z 95 ("X{)., y.*iz),u*))
so 1st auch:
) (A4add, p¥+dp*) § 1 (2, p¥+0p*)
Ist dagegen
. P
1o, a* o) Sv¢ (Ao-, #*iaﬂ*))
s0 1st:
T b
(Qkad, p* + dp*) z (A#*iﬁn*))

(Ganz analog verfahre man in dem Falle des Art. 4.
Lisst man nidmlich in der Gleichung:

Yo, m = ¢ (Yo m)

/um + d2 sich dndern, und ist ¥ dp® die entsprechende Anderung von p*. so hat man:

)aw.#*:vm*) = ¢~ (A\»-J_mu.; u*;m*))
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und wenn man nun, wie in Art. 4 die Verhiltnisse der Zuwachse gemiiss der Gleichung:

Nowon ) = Xowgom = Nowan, p3am » - - - - Ay o By
bestimmt, so kann man auch sehreiben:
r(hidl, pFFdpk) = 0% (X wzaum)
Hieraus ldsst sich schliessen:
Ist

Yo wzom S 0% (X, oromm)
so folgt:

}f(li-dl,#*$d#*) Z Y(l, wEF op*) C
Ist dagegen .

2 ¢F (X, wgom)

Y(’-, #EFIpt)
so 1st:

Yora, wram S Yo, prom

Andere Fille als die eben betrachteten lassen sich nieht angeben.

9.

Mit Hilfe der so eben bemerkten Sitze kann man die vier Relationen des Art. 7 in
folgender Weise umformen. Verbindet man nimlich die Relationen A%, £* und C¥ sodann
A4,, B, und C, mit jenen des Art. 7, so ergibt sich, wie leicht zu sehen:

Ist X, , so beschaffen, dass

- = R h 20)
X( Ao, )T <X, pkop) T ‘X(lidl, pkdpy +occ 0t 4 ’ B

gesetzt werden kann, und ist entweder

1(0)
Y(liﬁl,,u)z Y(;l,#_,__,;#). R

oder:
(0)
Yoronw S Yousan- - - - - BO

so werden die vier Fille des Art. 7 durch die folgenden ersetst:

(1) B®
Y(A-i-dl, 10+ dpd) < Y(/\ 400 * 4 o
Y, A® | B®
(A dk, pt—dpt) = (Aypt—dpty « © e
i
Y(l— dA, p0—adpl) < Y(A P 3 } o
7 (
(A+dl, p' +-dpt) > I (2, l‘l‘}"'ll-') ° B 2
Y(l—d)l,/ﬂ'—d,u") < )f(/\. po—dp0) * . A( 2, BW % O
Y(‘A—d)., o —dpt) =% If(z, p—opt) * 13 &l
Y(l—f- dA, p0 4 dpd) < Y(/I, PO Gudy o o A(l) B ®) % I\T(l/
2| l
:Y(l-{-dl, w1+ dpt) > KA, w4 Sut) ¢ . 11( ) O
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Ist X, ,so beschaffen, dass:

>

oz = Xowom = Yaza,wFan
gesetzt werden kann, und ist entweder:

7

I("i(ny I} Z Y(Al ©~Fop) * A ° E 'A(l

oder:

-
)(liﬁlyﬁ) § Y(L#?r?/t) SEROR R 'BO

so werden die vier Fille des Art. 7 durch die folgenden dargestellt:

-

Yocawran < Yowiam - - -« - 42, By E .
7

If(l-{—dl, pul— dpl) > I(l,;t‘—-&u’) .. A? ’ Bl 7

-

I(7l+ﬂ!i~yft°~du°) < Y(%#"—O“#“) .- . A, B, } . . IO
r

Y(1~'il,u'+d/1‘) = )(l,#‘+6#') e ’ B2

r 7

otranm—an < Yoo-am - - - - -4, B, } IO,

)7()L+dl, nt—dpt) > If(l,#i_b‘#i) . e e e . Ag B Bl

Yo—awran < Yowiom - - - - - Ay By } R O 1

‘Y(A—d/\, ul-dpt) = Y(l, piopn) vttt Al ’ B2

Die derselben Nummer angehorenden und nnter einander stehenden Buchstaben
bezeichnen hierbei die Bedingungen der Art. 3 und 4, welchen die entsprechenden Func-
tionen p° und p' zu geniigen haben. So haben z. B. in III® die Functionen p’ und p' resp.
den Bedingungen A® und A®, oder aber auch jenen B® und B® Geniige zu leisten. Hier-
nach kann iiber den Sinn der gewiihlten Bezeichnungen wohl kein Zweifel bestehen.

Aus jeder dieser zweigliederigen Ungleichheiten entstehen zwei dreigliederige, wenn
man dem entsprechenden Y, ,, seine moglichen Stellungen in denselben anweist. Die Zahl
der Ungleichheitsbedingungen steigt hierdurch auf 32. Der Ubersicht wegen habe ich schon
weiter oben die Bezeichnung derjenigen in den Art. 3 und 4 aufgestellten Relationen beige-
fiigt, aus welchen man jene dreigliederigen Bedingungen erhilt, wenn man darin g mit dem
betreffenden Index versicht. So entstehen z. B. aus der erstern der Beziehungen I die einzig
moglichen dreigliederigen:

'l 7 7 1
Yormwm > Yo wran > Yora,wiae - - - - - AW
r 7 7 2
Yo, oo > Yarawean > Yaram- - - - - B9

welche man aus Art. 3 unmittelbar erhilt, wenn man in A” und B® durchgehends p° fiir p
setzt. Aus diesem Grunde nun wurde oben der entsprechenden Ungleichheit jedesmal noch
das Zeichen A™, B® beigefiigt. In gleicher Weise sind die iibrigen Bezeichnungen zu ver-
stehen.

Ich bemerke schliesslich noch, dass ans dem Vorzeichen der an sich immer positiven
Grésse dp unmittelbar erkannt werden kann, ob das betreffende p der grisste oder kleinste
Werth ist, fiiv welchen die zugehirige Ungleichheit noch besteht. So z. B. besagt die Un-
gleichheit:

Yoranwram < Yo, u +om
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dass in der Function Y, , die Verinderliche 4 nicht kleiner als p° werden diirfe. Wo aber
p'—op' vorkommt, da besteht die entsprechende Bedingung nur fiir Werthe von p', welche
nicht grésser als p' sind. — U. s. f.

10.

lch komme nun zur nihern Betrachtung der zweiten Bedingung, durch welche die
Grenzen des Doppel-Integrals gegeben sind, und welehe heisst:

& =4 ‘Y(l,/t) < 51’

Hier ist die Sache viel einfacher, denn man brauncht blos zu untersuchen, wann die bei-
den Functionen f,, s, welche der Form nach ganz dieselben sind und sich iiberhaupt nur
durch die Constanten &, &, unterscheiden, der obigen Bedingung gemiss, entweder die obere
oder die untere Grenze der Verinderlichen p bilden. Beachtet man zu diesem Zwecke, dass
nach der im Art. 1 angenommenen Bezeichnung:

S

Now = & : Xowy = &
und dass stets

IY(L ) > é“) ; ‘X"(A’ ®) < 51

bleiben soll, so kann man in folgender Weisc bestimmen, in welchen Fillen p, und p, die
grossten oder die kleinsten von allen zuldssigen Werthen der Verinderlichen g sind. Nun ist
es eine unmittelbare Folge der Voraussetzungen (2) des Art. 1, dass immer gleichzeitig g,
der kleinste und p, der grosste, oder umgekehrt s, der grosste und g, der kleinste jener
Werthe sein miisse, dass also etweder:

‘X(l, ot Opg) > So ulld ‘\(A,p,,—é‘y,) < S1

oder:
at - . ol
A(% o — Ottg) = S und A(A, 1+ Ony) < &
ist. Entwickelt man die Functionswerthe nach der Taylor'schen Reihe, so ergibt sich, dass
entweder :
X2, p) N dX(2, py) N
— und — .4 0
ditg Mo = 0 oy Ay >
oder:
AX ) dX(,p) o
. o 0 und — . g 0
dpg Mo < dy <

Daraus aber folgt sogleich:

. ax .
Es muss # > p, und 2 << g1, oder also 1, <<, sem, wenn —= positiv,
L
. 4x .
dagegen muss g << s, und g > g, , oder also g, > p, sein, wenn o heg ativ
ist. Es versteht sich von selbst, dass diesen Forderungen durch Werthe von A entsprochen
werden kann und muss, welche innerhalb bestimmter Intervalle liegen.
Beziiglich der Werthe von Y, , 4.0, Y0 410, Welche den oben zur Sprache gebrachten
Werthen von X correspondiren, kénnen nun wieder alle Fille eintreten, welche in der Tabelle
des Art. 6 unterschieden worden sind. Man wiirde die Zusammenstellung aller dieser Fille
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0 C . dX .
erhalten, wenn man in jener Tabelle, den Zeichen von —— entsprechend, die Grenzen von g,
( ‘

wie sie oben angegeben sind, beifiigte.

11.

Es geniigt jedoch nicht, dass .X, , stets zwischen den Grenzen &, und & eingeschlossen
bleibe, sondern es muss gleichzeitig auch der andern Bedingung des Art. 1 Geniige gescliehen,
welche fordert, dass man jederzeit habe:

¢ (X)) < Yo < ¢ (Xo0)

Um nun diese beiden Bedingungen zu erfiillen, muss man allen in Art. 9 ausfithrlich
angegebenen Fillen, in Verbindung mit den zugehérigen Bedingungen zwischen s, p” und g,

sodann mit den entsprechenden Zeichen von %‘ und von A noch die entsprechenden Be-
dingungen fiir 2. g, und g, wie sie aus dem voﬁgen Artikel sich ergeben, hinzufiigen.

Ich unterlasse es anch hier, diese Fille tabellarisch zusammen zu stellen, weil spiter
folgende Ubersichten solehes entbehrlich machen. Die Erwihnung eines einzigen Falles
diirfte hier geniigen; ich wihle dazu den Fall TIIV des Art. 9.

In Bezug auf p° kann der Fall A%, beziiglich p' der Fall A% als zugehirig eintreten.

Angenommen nun, es sei A positiv, so ist nach Art. 9:
<<y und p<p
und nach Art. 5: (%; positiv, folgliech nach Art. 10:
> und <
Ist dagegen A negativ, so folgt aus Art. 9 ebenfalls:
po< p° und < p
und nach Art. 5: g; negativ, folglich nach Art. 10:
A < I und >
Hiernach finden also gleichzeitig die {folgenden Beziehungen statt:
— >0 , A>0 , p<p , p<Zp o, o pg>p o<y

dx F 0 1
— <0, A0, o p<py o pl o, P, LM

dp

Auf dhnliche Art wiirden sich alle iibrigen Fille ergeben.

12.

Durch das Vorhergehende sind in allen Fillen die Grenzbedingungen fiir die Verdnder-
liche 1 gegeben. Aber auch die correspondirenden Grenzen von 2 sind dadurch bestimmt. Diese
sind ndmlich, wie sich zeigen wird, diejenigen Werthe von A, fiir welche die Ungleichheiten:

0 . 1 . 0 - 1

o Z [t somZE 5 o mZr 5 w2
in Gleichungen iibergehen. Die wesentliche I'rage hierbei betrifit jedoch, wie man sich bald
iiberzengen kann, nicht sowohl jene Werthe an und fiir sich, als vielmehr den Weg, auf
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welchem man von einem Werthe der Veriinderlichen 2, der eine jener Ungleichheiten realisirt,
ausgehend, zu dem Werthe, der diese Ungleichheit in eine Gleichung verwandelt, gelangen
muss.

Angenommen z. B. es sei g, << p° die in dieser Richtung zu untersuchende Bedingung,
und es sei irgend ein derselben entsprechender Werth fiir die Veriinderliche 2 gewihlt, so ist
es dic Frage, ob man von diesem Werthe ausgehend, zu grésseren oder kleineren Zahlen-
werthen iibergehen miisse, um zu demjenigen zu gelangen, fiir welchen genau g, = p° wird.
Auf welehe Weise sich diese Frage in jedem einzelnen Falle beantworten ldsst, wird sich
deutlieh genug aus der nihern Erirterung des oben gewihlten Beispiels erkennen lassen.

Die vor Allem nothwendige Unterscheidung bezieht sich auf das Zeichen von g; das-
selbe ergibt sich wie folgt.

Da die unabhingig Verinderliche g in dem Intervall der Ungleichheit p, << p° liegen
soll, so ist nothwendig:

> und p<p

: . L L
und es muss also in Folge der erstern Bedingung nach Art. 10 . . . = positiv sein.
1L

Diese Bestimmung bietet sofort ein Mittel dar, die urspriingliche Ungleichheit p, < p°
durch eine andere zu ersetzen; denn es muss jetzt offenbar auch:

‘X(l, ) < A(%, 7%
oder also:

o << Ag,

sein, und es geht diese Ungleichheit mit der urspriinglichen gleichzeitig und fiir denselben
Werth von 2 in eine Gleichung iiber. Damit nun aber dieser Ubergang stattfinde, muss offen-
bar 2 sich so @ndern, dass .\, ,, abnimmt.

Um die Art dieser Anderung zu erfahren, bemerke man, dass das Abnehmen von .\,
auch durch eine blosse negative Anderung — dp® von p° hervorgerufen werden kann, dass
niamlich:

‘Y(A, ) = ‘YO«, po— op0) = 50 ’

Lisst man nun aber 2 um —dA und in Folge dessen p” um —dp® sich dndern, so kann

man fragen, welches Zeichen dic Anderung d2 an sich haben miisse, damit X, ,o_ ;. sich

durch X,_ .,

o—am €rsetzen lasse, oder also, damit:

A(l —ak, po—dp®) —— *Y(A, w0 — o)

werde. Um diese Frage vollstindig zu beantworten, muss man vor Allem bis zur Unter-
scheidung der méglichen Zeichen von Z_f zuriickgehen, was dadurch geschieht, dass man ein-
mal annimmt, es sei X;_s 0 und dann X, . fihig den Werth X, o5 darzustellen, so

dass man entweder:

g e — 10) PO
A(l—al, uy = A(/\—(IA, o= apd) —— -‘X(A, 10— apd) s ‘/1( ’ ‘(
oder aber:
- - - )
-‘\(/H- oA, pt) — A(A+ ar, g — apd) — A(A, po—8p0) o o v e Ao ) Lo
liat. — Da sieh aber auch hieraus noch nicht die eigenen Zeichen von d4 in ihrem noth-

wendigen Zusammenhange mit dem Zeichen der Determinante A ergeben, so
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lasse man zu den Gleichungen A, B noch die sechs, beziiglich der Function ¥ moglichen
Fille des Art. 3, und zu den Gleichungen 4,, B, die sechs Fille des Art. 4 hinzu treten, so
wird man, sowohl wenn %Y positiv als negativ ist, nicht nur das Zeichen von A, sondern auch
Jjedesmal das eigene Zeichen von d2 finden, und sofort aus 4%, B und 4,, B, erkennen, ob
A eine positive oder negative Anderung erfahren muss, damit X, _, .»_ .. oder X,_5 ., und
Xovar w—aw oder X, o ;0 abnehme und sich also dem festen Werthe &, auf diesem Wege
nahern kinne.

Die ganz gleiche Betrachtung ist bei der Ungleichheit p, < p*, oder was gleichbedeutend
1st, bel p > o, p < p', wo %‘; ebenfalls positiv sein muss, anzustellen.

Man kann daher diese beiden Fille zusammenfassen, indem man von der Bedingung:

o < pF

oder den gleichbedeutenden:

©n>> . p< pF , ;% positiv
ausgeht, und dabei p* als den Repridsentanten von g’ und p' ansieht. '

Die gleiche Bezeichnung will ich auch bei allen iibrigen noch in Betracht zu ziehenden
Fillen gebrauchen. Da diese Fille sich in durchaus anologer Weise, wie im eben betrachteten
Beispiele erdrtern lassen, so scheint es angemessener, statt der ins Einzelne gehenden Aus-
fiilhrung aller jener Fille, eine iibersichtliche Zusammenstellung aller hieher gehtrigen
Resultate, wie sie sich jedesmal gegenseitig bedingen, in einer Avt folgen zu lassen, welche
wohl jede weitere Erklirung unnithig machen diirfte.

A(l) _B(li 1(2) B(?)
An- dx | ax Grenzen X0, %) < & 5 o = g
nahme | 42| 44| der Veriinderlichen p X, p¥) whchst gleichzeitig mit: g7 27 g: E:
AE|AIZEAIZEAEE
& 2 2 ES
()| <pg| + |4 [6> 05 12 < oy, 2> p2F |\ XA+ 02 p¥) = T0+ah, p* - apry =A@, gt on9)| + | ——|— -‘r|+ —|+
)| > py| — | — [ < por 1> pyy v < p* | XA—aa, p¥) = XA —ar, p*—ap¥) = @, p* —op¥) —I|+ = |ar == =
X0, m0) > &
(4, p*y nimmt gleichzeitig ab mit:
G)p* >po| + |+ (2> pos 1t <, o < p* | Xa—on, o) =Ya—ar, 2 —apt) = X0, pr—p¥)| + |+ | — [+ | T |—|——
() [e* <mo| —| = | <po,p>pp, o > p* X4,y = Y04a, ot vy = X0 et o] — | = [+ — | — | T| T |+
A, B, 4, B,
.Y(A, p¥) < 51 0 3 = w
. . o . a~ 2= a2~ a~<
(4, p*) wilehst gleichzeitig mit: A EE A -g’é A -ES A :_;5
2> g > g > g
< < < <
G)p* >y | = [+ e <rgs > g, p < ¥ | Xa4 0, o) = Ja4-ad, pr—apy = X4 pr—op0)| — | — |+ [—| = [+ |+ |+
)| < py| + = (o> w0 r <ty p>p*|Ta—on, pb) = Ya—ar, gt tant) = X, oo + |+ [— |+ |+ | —=|—]—
“lv()\rﬂ*) = EO
X(a, p¥) nimmt ab gleichzeitig mit: |
(&) "'*<’”'“| — |+ e <reop>py,p>pF|Xo— p=T0—ad, pr o) =X o) — [+ [+ H ==+
SN > py| + | — [+ > por 1 <y < pF|XQ 404, 0y = Y@t ad, pr—aw) = X0, pr—0p%) | + | — | — | — |+ |+ |~ | +
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Die Ungleichheiten: s, 2 g, und p° 2 g, insbesondere deren Ubergang in Gleichungen,
blicben hier ganz unberiicksichtigt, wofiir der Grund nach den Voraussetzungen des Art. 1
leicht einzusehen ist. Was zunichst die Gleichung s, = p, betrifft, so sind darin g, und g,
Functionen von durchaus gleicher Form, welche sich tiberhaupt nur durch die Constanten
£, und &, unterscheiden. Jene Gleichung, welche ihren Ursprung in den beiden Gleichungen:

Y(ML) =& ) -‘\(A, gy = 3

hat, ist also, wie man sieht, im Allgemeinen selbst eine Unmiglichkeit.

Die zweite Ungleichheit p° 2 p' kann in Folge der Voraussetzung des Art. 1 eben so
wenig in eine Gleichung iibergehen. Denn da es keinen zwischen & und & liegenden Werth
von z gibt, fir welchen ¢, und ¢', einander gleich werden, so gibt es auch keinen der
Gleichung

¢° (X(M)) = ¢ (*Y(z, ;L)) — Y(A, o)

geniigenden zwischen & und & liegenden Werth von X, ,. Ein solcher Werth, er moge &
heissen, miisste aber existiren, damit aus den Gleichungen:

§ = Yo
¢ (8) = ¢ () = Yo
die Werthe A = A", p = p’", welche der Gleichung g’ = p' entsprechen, berechnet werden
konnten. Es konnen daher niemals gleichzeitig jene Werthe im Bereiche der Integrations-

werthe, — wenn gleich der cine ohne den andern — vorkommen.
An diesen Bemerkungen muss im Folgenden durchaus festgehalten werden.

13.

Aus der im vorigen Artikel angefiihrten Zusammenstellung lisst sich nun, in Verbindung
mit jener des Art. 9, fiir alle Fille, die hier in Frage kommen kénnen, der Zusammen-
hang zwischen den Vorzeichen der Determinante A, den Grenzbedingungen
fiir die Verdanderliche g und den Gréossenverhdltnissen der hier ausschliess-
lich in Betracht kommenden vier Wurzelwerthe 10, 4", 2° 4! herstellen. Wie
sich derselbe in jedem einzeluen Falle finden lisst, ist nunmehr nachzuweisen; es wird aber
vollkommen hinreichen, wenn die Art der IHerleitung in zwei Fillen vollstindig ausgefiihrt
wird.

Als ersten Fall will ich jenen I des Art. 9 annehmen, bei welchem die Bedingung A® fiir
©’, und ebenfalls A™ fiir p' stattfindet, wofiir ausserdem nach Art. 7

p > und p<p

sein muss. Das Zeichen von A ist aber hierdurch keineswegs schon bestimmt, es kann sowohl
positiv als negativ sein. ‘

Angenommen es sei A positiv, so ist klar, dass in der Zusammenstellung des Art. 12,
und zwar in der

Horizontalreihe (1) . . . . p¥* = p°
a B 1 /‘L>/‘107/‘l<l‘tl
. 3). . . . pF=np

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. P
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zu setzen ist. Jene Tabelle liefert nun sogleich als zugehorend die folgenden unumginglichen
Bedingungen:

0 Anderune von A 1

p° < p. . . . Anderung von Anegativ,

> oo Y s A positiv.

Daraus folgt, dass A von demjenigen Werth, wofiir p° <7 p, bis zu demjenigen, wofiir
o = 4t ist, abnehmen muss, weil die entsprechende Anderung von 2 negativ ist.

Es ist daher 2,° der kleinste zuldssige Werth der Verinderlichen A.

In gleicher Weise ergibt sich, dass A von einem der Ungleichheit p' > p, Geniige leisten-
den Werth bis zn demjenigen, wofiir p' = p, wird, durch Wachsen gelangt, dass daher A,
der grisste aller zulissigen Werthe von 2 ist.

Fasst man Alles zusammen, so folgt als Resultat:

Wenn die Functionen ¢°; ¢' und A, Y der Bedingungen in 1™ und A®, A® entsprechen,
und wenn A als positiv angesehen wird, so ist gleichzeitig:

p>p s p<pmo o, p>p , p<l
also:
Po < Py /10 T L /‘LO < pM
und:
2> >N >
oder auch:
2t > A >4 >

Riicksichtlich der letztern Verwechselung der Zwischenwerthe 4,° und 2! geniigt es, zu
bemerken, dass fiir deren Grissenverhiliniss keine besondere Bedingung existirt, also die
beiden angegebenen Verliltnisse gleich mdglich sind. Der eigentliche Grund hiefiir liegt aber
darin, dass hier die Bedingungen:

Po < Hy y /‘L0 <

eine nothwendige Folge des Vorhergehenden sind, an und fiir sich schon stattfinden und also
nicht in ihr Gegentheil iibergehen kinnen, so dass diec diesem Ubergange entsprechenden
Werthe

01 01
Por + 2o und ©wh, A

zwischen den dussersten Grenzen 2 und 2,° nicht vorkommen.

Da nun diese, in den Voraussetzungen des Art. 1 gegriindete Forderung, welche allein
noch zu beacliten wiire, von selbst stattfindet, so kann also in der That von den Zwischen-
grenzen A°;, A, sowohl die eine als die andere die grissere sein.

Angenommen es sei nun A negativ, so ist nach der Tabelle des Art. 12 in der

Horizontalrethe (4) . . . . p* = pn° I
. ). . . opF=p

zu setzen. Jene Tabelle gibt zugleich als nothwendige Bedingungen:

p< oy 1>

2 < po. . . . Anderung von 2 negativ,

>0 . - s A positiv.
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Es muss daher 2 von demjenigen Werthe, fiir welcher p <7 g, ist, bis zu demjenigen,
wofiir p° = p, wird, abnehmen, so dass A, der kleinste zulissige Werth von 2 ist.

Dagegen muss A von dem Werthe wofiir p' > g, bis zu jenem, wofiir p' = p, wird,
wachsen, wonach also 2* als der grésste aller zulissigen Werthe von A erscheint.

Man sicht hieraus, dass unter den Bedingungen IV und A®, A" und wenn A negativ

ist, gleichzeitig:

p<tpo 5, p>pm o, p>p , pp
also:
Po > 5 <o 5 @,
und
/111 > )‘01 > )*10 > )‘00
oder auch:
A A N
sein muss. Hinsichtlich der Vertauschung der Zwischenwerthe 4,°, A} gilt hier dieselbe
Bemerkung wic in dem, fiir das positive Zeichen von A betrachteten Falle.

Um den Vorgang bei den hier zu treffenden Bestimmungen, welche fiir alles Folgende
durchaus massgebend sind, vollstindig darlegen zu kinnen, wiihle ich noch eineu zweiten
Fall, nimlich denjenigen, welcher der Bedingung II1® des Art. 9 entspricht, und in welchem
dic Relation BY fiir p°, und B® fiir p' besteht, wofiir also nach Art. 9 jederzeit:

0 1
p< < p
sein muss.
Auch lier ist die Betrachtung sowohl fiir das positive als das negative Vorzeichen von A\

durchzufiihren.
Angenommen es sei A positiv, so muss in der Tabelle des Art. 12 und zwar in der

Horizontalreihe (2) . . . . g% = p°

; (21— — ]

ptfo . >

gesetzt werden. Zugleich ergeben sich daraus als nothwendige Folge der gemachten Annalimen
dic Bedingungen:
20 >, . . . . Anderung von A positiv,

> . N » Anegativ.

Der Werth von 2, fiir welchen p° > g, ist, muss also wachsen, um denjenigen zu errei-
chen, fiir welchen p® = p, ist. Iiernach erscheint A’ als der grisste aller derjenigen Werthe von
2, fiir welche, wie bedungen ist, die Ungleichheit 4° > g, nicht in ihr Gegentheil umschligt.

In ganz iihnlicher Weise ergibt sich, dass A;' der kleinste aller zulissigen Werthe von
A 1st.

Was nun das Grossenverhiiltniss der beiden anderen Werthe A’ A betrifft, so ist das-
selbe hier, im Gegensatze zu den beiden zuerst betrachteten Fillen, kein ganz nnbestimmtes,
sondern es muss hier 4" > A/ sein. Um dies zu zeigen, gehe ich von der Bemerkung aus,

dass durch die Ungleichheiten

<ty 5, pp o, p>p o, pp
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zwar ausgesprochen ist, es miisse stets s, = g, bleiben, dass aber keineswegs, wie in den
fritheren Fillen, eine uniiberschreitbare Bezichung zwischen p’ und p', wie etwa p° > p' oder
umgekehrt p° < p* vorliegt, dass daher die stets festzuhaltende Voraussetzung, wonach der
Werth von 4, welcher der Gleichung p° = ! Gentige leistet, nicht in das Intervall des grossten
und kleinsten Werthes (4,° nnd 4,') fallen darf, erst noch besonders eingefiihrt werden muss.
Dies kann aber auf folgende Art geschehen.

Da jederzeit

50 < lx'v(lﬂ’-o) < El

sein soll und da A" der grosste zuliissige Werth von 2 ist, also das Intervall, welches der so
eben angefiihrten Bedingung entspricht, durch die Relation:

AN <A< A
gegeben ist, und da in ganz gleicher Weise auch
60 < A—(l,‘u’) < 51

sein soll, 4, aber der kleinste zulissice Werth von 2, folglich das zugehdrige Intervall durch
die Relation

A >A> A
gegeben ist, so schliesst man mit Sicherheit: Soll die Gleichung X, ., = A, ., oder also
jene p® = p! fiir keinen zwischen 2, und 2,° liegenden Werth von 2 erfiillt werden, so muss
nothwendig 2, > A sein. Wire ndmlich 2” << 4!, so wiirden sich die beiden Ungleichheiten
AW>A> A und A > A > A

iibergreifen, und es liesse sich dann zwischen 2, und 2,° ein Werth von 4 angeben, fiir welchen

60 < -X(l,/l.o) < JX'(A,;A’) < 51

und ein anderer, cbenfalls zwischen 2,° und 2,' enthalten, fiir welchen

& < ‘Y(l, wy < A(l, o < &
sein wiirde. Es miisste folglich auch einen dritten, zwischen jenen beiden liegenden Werth

von 2 gcben, fiir welchen eben:
?

JY(A,Ho) = X(A,,u) oder also p° = p

wire, was den Voraussetzungen widerspricht.
Hieraus zicht man das Resultat:
Fiir den Fall IH® des Art. 9 und wenn fiir p°, p' resp. die Bedingungen BY, B® statt-

finden, dabei angenommen es sei A positiv, hat man:

<< gl < s W e <
also:
Mo = 4 s /‘LO > M

und zugleich:

A=A > N >4
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Nimmt man A negativ an, so folgt aus Art. 12:

Horizontalreihe (3) . . . p* = plalso p’ > p, - . - Anderung von 2 positiv,

1)

. 3). . ..fA=p , W >p. - - - » Anegativ,
Zugleich folgt, dass 2 der grisste und 4, der kleinste zulissige Werth von 2 und :

p>p o, p<pmo, o p<yp o, p<p
1st.
Was aber das Grossenverhdliniss von 2%, A! betrifft, so ist dasselbe aueh hier nicht ganz
willkiirlich, was sieh auf folgende Art zeigen lisst.
Da ndmlich:

E0 < A'(A, 7o) < El

bleiben soll, so muss nothwendig:

2 > A > A’
Da ferner:

& < JY(A, wy < 3
SO muss:
A < A < A
sein. Fiele nun 2! zwisehen 4° und 4, so miisste es nothwendig zwischen 4" und 2, einen
Werth geben, wofiir X, ,, = |, ., oder also p” = p! wiirde, was gegen die Voraussetzung
wiire.
Alles zusammengefasst hat man also das Resultat, dass bei dem Falle [1[®, B", B®:

fir A negativ: L, p< S, op<ly o, p
und:
W= >N >

Ich fiige schliesslieh noch die folgende Bemerkung bei:

In allen aus I® und TI® entstehenden Fillen ist entweder die Bedingung p' > p° oder
jene p! << p° ohne Weiteres schon vorgeschrieben, so dass man nieht zu besorgen braueht, es
konnte eine Wurzel 2 der Gleiehung 4 = p' in das Bereich der Werthe 4,°, 4, A/, At fallens
wesshalb hier eine Vertauschung der zwei, zwischen dic Hussersten Grenzen fallenden,
Werthe von A stattfinden kann und muss, wenn man alle migliehen Fille beriicksiehtigen will.

Bei den aus LII® und IV® entspringenden Fillen jedoch besteht eine solche Bedingung
it > 0 oder p' << p® nicht sehon von selbst und sie muss daher erst besonders eingefiihrt
werden, was auf oben bemerkte Art zu geschehen hat. Hierdureh aber fillt, wie gezeigt
worden ist, die Vertauschung der beiden Zwischenwerthe der Grenzen weg.

14.

Naeh diesen Auseinandersetzungen wird die folgende, der Ubersicht wegen in die Form
einer Tabelle gebrachte Zusammenstellung der auf die Fille 1, 1%, III®, TV® sieh bezie-
henden Resultate, welche ieh in extenso anfiihren zu miissen claube, keiner weitern Erkli-
rung bediirfen.
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a1 Relation | Zei- Grenzen Uniiberschreitbare Uberschreitbare
Fille dor T fo . . . Grenzwerthe
er 1" fiir { chen el Bedingungen Bedingungen R
L von | Verdnderlichen der Nr.
Art.9.] " " " . . . Veriinderlichen A
o A i ok = p0 wE=p p*=po pE=pt
0 1] 0 1 0 1 1 0 1 0
am | o | o p>pt e <pllp® < (1) m > py 3) 1 > py ®) w> ) ol > A0 > A1 > A .
B>p, p<p| A>40 A< A A< AP A< 4y > A1 > AP0
0 1] 40 1 0 1
qo| qo | ETR ESA T < o ) B> Bk > 1 @) P> po n A1 > 21 > 20 > 20 .
<o, 1> py| A> A0 A << AP A< A0 2 < Ay > 2,0 > A
I(l)
0 0 0
golgm| _ > pt po< plpl < gy () > py ) 20 < py 3) < py ‘ ) A0 > A0 > A1 > At §
B>pos p<py| A< A= Ayt A< AP A<211| > At > AP
gl g | o |#™ P, p < ptlpd < py n rl > py @ 10 < py @ < p " A0 > At > 40 > A2 .
p<p, p>pf A< AP 1> A <40 1< A > 40 > Ayt
0 i ) 1 0 1 1 1 0 0
49 |40 | & B pE > ps > (3) pt < 1) 10 <y 1) p<po (3) Al > At > 40 > 4 -
> e, < pq| A > A0 A< A A< A0 A< Ay > 440 > Ayt
0 1] 0 1 0 1 1 0 1 0
a0 | am | p<p?, p>plp® > py B rl <pg ) w < @) pt <py %) At > A0 > 4y <2'1 .
n< g, >y A > A0 A < At A< AP0 A< A > A1 > A0
30
gl go| p<p0, p>plfpl > p 3) pl< py W 20 > uy ) > py 3) A0 > At > 4,0 > A1 .
B>y o <py| A< A0 A > 2t A< A0 A < At > 40 > Al
e B <p0, u>p|pd > gy @ pl < po n ©0 > po W B>y ) A0 > A0 > A1 > Ayl .
n<tg, p£>pg] A< A0 2> Al A<<A0 T A< A > A< A0
0 1] 40 1 0 1
g | qo | — P p p<pi 0>y 2) P> Py 2) © < (4 #> @[ > 20 > 20 > 29 9
B< gy >y A> A0 A< Al A< 2 A< At
0 1] po = 1 0 1~
A2 | 4™ . p< pty po<pi P > g (3) >y (3) © <<y (1) [l 31 (1) ]01 > 111 = ).10 > XOO 10
B> o o< pgl A > A0 A< A A< A0 A< Al
I]I(’) L
0 1] o 1 0 1
po|po| 4 PSR ESEIE R '“>/"1’(~z; B ”<’*°1(4);.0>xo>).1>/1111
< A< A0 A > A A< 200 T A< A ! ¢ ’ !
p<Ilg, > S 1| < O < 4
1
p<pd p<plpl >p pl>p 2o > p pl < p
polps| — | 07 013 Ty "~ T A0 > 40 > A1 > A 12
> e < pg] A< A0 A > At A< 20 A< At
0 1] 40 1 0 1
4| ao | — n>pl, > pi et < po (4) < pp ) p? > @ mh < py @i > 210 > 20 > 10]13
B<t, £>pq) 2> A0 2 < Ay A< A0 A< A1
0 1] 0 1 0 1
an | o | o [T E T B gy S By [ g VS0 gy Bt s g0 > 20 > 2,01
n> g, < pg| A > A0 A< At A< A0 A< A
Ve
0 1] ,0 1 0 1
pofpo| ¢ [PTHE BT S B 1S | PSS B [ B gy | 5 20 > 20 > A1
o< gy p >y A< A0 A > Ayl A< A0 A< xlll
1
|
p>p0 p > plfpl < gy pl < p p0 < p il > p
polpo| — [T BT f ) s ol 1T ey 140 > a0 > 20 > 4tie
p>pos p<p| A< A0 A>T A< A A< Ay

Die mit Klammern umgebenen Ziffern (1), (2), (3) bis (8) bezeichnen die Horizontalreihe
der Tabelle des Art. 12, aus welcher die betreffenden Resultate hergeleitet worden sind.
Wie man sicht, kommen in dieser Zusammenstellung von den 1. 2. 3. 4. oder 24 mog-
? S o
lichen cegenseiticen Stellungen der vier Werthe 2,°, A}, 2,°, 2, nur 12 derselben vor. Man
550 5 o 0 foy 13 M
kann nach dem Grunde dieser Beschrinkung fragen, der sich iibrigens leicht einschen lisst.
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Einmal diirfen, wie gezeigt wurde, in ITI® und IV® die inneren Werthe der 2 nicht ver-
tauscht werden, so dass dadurch 4 Combinationen wegfallen; sodann sind diejenigen Ver-
bindungen, worin

1 1, 1 1
)‘1 ’ )‘0 3 )‘0 ) )*1

. 0 0 o 3 0 0
? )‘1 b )‘l) ) /‘0 ) )~1

resp. die gréssten und kleinsten Werthe darstellen, iiberhaupt gar nicht zulissig, wodurch
abermals 4 Combinationen wegfallen. Die weiteren 4 Combinationen wiren nun diejenigen,
welehe in der letzterwiihnten durch Versetzung der inneren Glieder entstchen wiirden. Iis
sind also in der That 12 solcher Combinationen, in Folge der Bedingungen der Aufgabe, ganz
unzuliissig und desshalb in der Zusammenstellung nicht vorhanden.

In durchaus analoger Weise kann man nun auch beziiglich der Falle I,, II,, IIL,, IV,
verfahren und sich die entsprechende Ubersicht entwerfen. Man kann sich jedoch dieser Miihe
durch die Bemerkung entheben, dass fiir beide Verinderliche 2, p genau dieselben Bedin-
gungen wiceder auftreten, so dass es, mit alleiniger Ausnahme der Reihenfolge, blos eine
Wicederholung des bereits Angefiihrten wiire, wollte ich auch fiir die bezeichneten Fille die
Zusamnenstellung mittheilen.

Damit man jedoch die Fille iibersichtlich vor sich habe, in welchen dieselben Bedin-
gungen zum Vorschein kommen, und damit man sich in jedem ecinzelnen Falle von deren
Identitiit leicht selbst iiberzengen konne, fiige ich die folgende kleine Tabelle hinzu.

Dic Grenzbedingungen sind dieselben resp. in den [Yllen:
Zeichen
voll ™ el I und 11, ™ und 111, IV®  und 1V,
wo| o oo ” ’ w oo e W , " I A N
+ AR |F A 4, A, | A® | 4@ A, A, A® 1 4w 4, l i, AM | A® A, l A,
+ e \} B® B, B, | Bv | Bw B, B, 30 | p® B, B, | B*» | B® B, L,

15.

Von jetzt an fallen, wie man sicht, alle Unterscheidungen weg, welche sich nicht unmittel-
bar auf die 16 Fille der im vorigen Artikel enthaltenen Zusammenstellung bezichen. Aber
auch diese Fille sind keinesweges so verschicden, dass sie sich theilweise nicht schon zum
Voraus auf einander redueiren liessen.

In der That lisst sich ohne Weiteres cinsehen, dass jedesmal die zwei Fille unter sich
identisch simd, welche in der bezeichneten Tabelle unter:

lund8 ; 2und7 ; 3und6 : 4undd

sodann unter:

9und 16 ; 10und 15 ; 1l und 14 ; 12 und 13

angefiihrt wurden, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil bei jedem dieser Paare das
Zcichen von A dasselbe ist, withrend sowohl g, g2, s1, 1, zu p, als auch A% A}, 2,°; 4! zu ein-
ander durchaus dic entgegengesctzten Stellungen einnchmen. In Folge dieses Gegensatzes



120 Anton Winckler.
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nchmen die entsprechenden doppelten Integrale zweimal das negative Zeichen an, bleiben
aber gerade darum in jeden Fall identisch dieselben. .

Hiernach hat man es also nur noch mit acht Fillen und zwar mit [* und III%, oder
auch mit II® und IV® zu thun. Welches dieser zwei Paare man withlt, ist ganz gleich-
giltig.

Die Fille, welche je einem dieser Paare entsprechen, liessen sich leicht auf die Hilfte
reduciren durch eine Bemerkung, welche nither angedeutet zu werden verdient. Ich will dabei
das Paar I®, 111" in das Auge fassen, dann kann man sich leicht iiberzeugen, dass jedesmal

die Fille:
lund3 ; 2und4 ; 9und 1l ; 10 und 12

zu demselben Resultate fithren miissen. In jedem dieser letztern Paare hat nimlich A einmal
das positive und einmal das negative Vorzeichen, wihrend die Bedingungen fiir g1 jedesmal
genau dieselben sind, so dass in dieser Hinsicht die Doppel-Integrale dieselbe Form erhielten.
Nun muss man sie aber, wie sich spiter ergeben wird, immer mit dem negativen Zeichen
nehmen, wenn A negativ ist. Dieses Zcichen wird aber wieder aufgehoben und daher Alles
auf den Stand wie fiir positive A gebracht, weil in den Fillen eines negativen A die Relationen
zwischen 2°, A%, A% 2! durchgehends die umgekehrten von denjenigen sind, welche den
Fillen fiir positive A entsprechen. Hiernach reducirt sich also in der That die Anzahl der
niher zu erdrternden Fille auf vier, als welche man z. B. jene 1, 4, 10, 11 wiihlen kénute,
die insgesammt einem positiven A zugehdren. Ich werde jedoch von der hierdurch ermég-
lichten Abkiirzung keinen Gebrauch machen, cinmal um thatsiichlich die der Sache nach
bestchende t’bereinstimmung aller in I und 11I™ enthaltenen Fille, und zwar nicht nur wenn
A positiv, sondern auch wenn es negativ 1st, zn zeigen; sodann aber auch um alle 12 Formeln
ausfithrlich vor sich zu haben, welche den 12 zwischen 4° A}, 4,°, 2,' moglichen Grégssenver-
hiiltnissen (Art. 14) entsprechen. Ich bemerke hierbei noch, dass durch das Hinzukommen
von 6 weiteren Gleichungen der Kiirze kein Eintrag geschicht, indem dieselben in der fiir
den spitern Gebrauch zweckmiissigeren Darstellungsart des Doppelintegrals erscheinen, und
also ohnehin durch Umformungen abgeleitet werden miissten, wenn solches nicht schon hier
oeschehen wiire. Alle sich ergebenden Endresultate werde ich jedesmal auf einander zuriick-
zufiihren suchen, um einen Schluss auf die wesentliche Ubereinstimmung aller dieser Resul-
tate unter sich ziehen zu kénnen.

Im Hinblicke auf die zahlreichen Reductionen, welche in diesem und dem vorigen Artikel
stattfanden, wird kaum die Vermuthung entstehen, als hiitte sich die Betrachtung auf Um-
wegen bewegt. Denn es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass alle denkbaren Fille nicht nur
im Allgemeinen bezeichnet, sondern so ausfiihrlich dargelegt werden mnssten, um mit Sicher-
heit erkennen zu konnen, in wiefern sie sich auf einander zuriickfiihren lassen und welches
die Hauptfille sind, womit das Weitere sich beschiiftigen soll.

16.

Die nihere Untersuchung der Fille, auf welche so eben alle iibrigen zuriickgefiihrt
worden sind, leitet nun direct zur Losung der urspriinglich gestellten Frage.
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Nur eine kurze Bemerkung mige vorausgehen. Durch Einfiihrung der neuen Verinder-
lichen A an Stelle der alten @, y geht das gegebene Differential f(z, y) dz dy bekanntlich
iiber in:

(= . & — LR ) )

E'J di " dp

wobei, wie zuerst Euler a. a. O. gezeigt hat, dasjenige Zeichen zu wihlen ist, fiir welches
der Faetor

(R T
FP ar " d
positiv wird. Diese Zeichenbestimmung sollte seheinbar dem speciellen Falle vorbehalten
bleiben, und bildet offenbar den sehwierigern Theil der Frage, ohne dessen Erledigung an
eine allgemeine Losung derselben nieht zu denken war. Durch das Vorhergehende ist nun
diese Zeichenbestimmung in die engste Verbindung mit den Grenzen des Integrals, resp. mit
den Gréssenverhiltnissen der Wurzeln gewisser Gleichungen gebraeht und zwar ist das trans-
formirte Differential fiir ein an sich positives A, also in den Fillen 1, 4, 5, 8 zu setzen
= + f(X, ¥) . Adhdp. Wenn dagegen A an sich negativ ist, also in den Fillen 2, 3, 6, 7,
so ist jenes Differential zu nehmen = — /' (.\, 1) . A dA dp.

Dies vorausgesetzt beginne iech nun mit dem ersten Falle des Art. 14, fiir welchen,
beziiglieh der Verdnderlichen g die Bedingungen:

I N N > R

gegeben sind. — Vor Allem ist nun klar, dass diesen Bedingungen im Ganzen auf die folgen-
den vier Arten Geniige geschehen kann, nimlieh

Po << p’ < p<p<<p. .. (1), (1Y)

Po < p0 < p < pt < o0 L (2) (1)

W< pZpt<<py. .. (3. (3

P e << << << (4) , (2
Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen:

N >N )
oder aber:

WSS . (B

Angenommen nun die erstere (/) finde statt, so leuchtet ein, dass man, um die Gesammt-
heit aller Werthe von 2 und g zu ersehdpfen, welche zuldssig sind, so lange die Ungleich-
heiten (1) unverindert bleiben, die Verdnderliche g nur diejenigen Werthe annehmen lassen
darf, welehe zwischen p° und p, liegen.

Was nun aber die Gesammtheit der zulissicen Werthe von 2 betrifft, so muss man
bemerken, dass die Bedingung p’ < g, nur so lange stattfindet, als A grisser ist, als der
kleinste aller, derselben noch entsprechenden Werthe, nimlieh grosser als 2,°, dass man aber
von diesem Werthe an, die Verdnderliche 2 nur so weit wachsen lassen darf, als in den
iibrigen Gliedern von (1), also in den Bezichungen:

1o < p° ; M <

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. q
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keine Anderung eintritt. Die erste derselben geht aber schon in ihr Gegentheil tiber (und
zwar frither als die zweite) wenn A den auf 2,° zunichst folgenden Werth A erreicht.

Sammtliche Werthe von A und p, welche den Bedingungen (1) entsprechen, sind daher
durch die Grenzen-Intervalle des Integrals:

).ll .Vll
(1) = f & [ f(X, Y) A dp

dargestellt, und erst von dem Werthe A = 2,' an nchmen die Bedingungen (1) die Gestalt
derjenigen in (2) an, welche hinwieder so lange unverindert bestehen, als sich 2 von A" bis
2> wachsend bewegt. — Da hierbei die Ungleichheit 2, << 1, nicht in ihr Gegentheil ver-
kehrt wird, indem die Gleichung p, = s, vermoge frithercr Voraussetzungen innerhalb des
bezeichneten Intervalls keine Wurzel besitzt, so ist klar, dass der ganze Umfang der von der
Bedingung (2) eingeriumten Werthe von 2 und p dargestellt wird durch die Intervalle der
Grenzen des Integrals

2? o
(@) = f 2 f F(X, Y). Ada
2t 20

Liasst man sofort 2 den Werth 2 wachsend iiberschreiten, so geht die Bedingung (2) in
jene (3) iiber, und es bleibt darin so lange p, << ¢, als 2 seinen grissten Werth A’ nicht iiber-
schritten hat. Hicrnach erschopfen die Grenzen des Integrals:

W o

G f & f FX, ) A dp
2® o

alle in (3) zuldssigen Werthe der Veriinderlichen 2 und p.

Es entsteht nun allein die Frage, ob man auch den Bedingungen in (4) noch Geniige
leisten kionne, ohne mit den zu Grunde liegenden Voraussetzungen in Widerspruch zu gerathen.
Dass dies in der That unmiglich ist, davon kann man sich auf verschiedene Arten, sehr
cinfach aber wie folgt, iiberzeugen:

Aus dem hier vorliegenden ersten Falle der Tabelle des Art. 14 geht ndmlich hervor,
dass

Mo << p0 v A < A
und
gy > ptfir 2> 27
Nun steht aber sowohl die erste als die letzte Ungleichheit, wie man sieht, mit (4) in
directem Widerspruche. Wenn aber 2 nicht kleiner als 2,° und nicht grésser als 2;' sein darf,
so ldsst die Bedingung (7), ndmlich:
bt > A > A >
auch nicht den geringsten Raum fiir einen Werth, geschweige denn fiir ein Intervall von

Werthen der Variabeln 2 iibrig. Daraus folgt, dass die Bedingungen (4) sich unter den bestc-
henden Voraussetzungen nicht crfiillen lassen, und dass daher die Integrale (1), (2), (3)
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zusammen alle zuldssigen Werthe von 2, p erschopfen und das gegebene doppeltc Integral

darstellen.
Hieraus folgt also: Wenn A} > 4° > A > A, so 1st:

@'(z)

fda:ff(w,J dy =

@'(z)

fd/}ffA) Ad,i_LfdszXY)Ad,;+fdszxY)Ad,l. De—

Es bleibt noch der Fall zu erértern, in welchem die Grenzwerthe von 2 die Stellung in
(#) zu einander haben. Zu dem Ende denke man sich die Ungleichheiten beziiglich x in der
schon oben angedeuteten Ordnung (1%), (2'), (3"), (4') angeschrieben, so wird man durch ein
ganz dhnliches Raisonnement wic oben finden:

1)_fd;ff,\ ) A dy; (@ fcuff (X, ¥) A dp; (1)—fd/1ff X, V)2 dp

Al

Den Ungleichheiten (4') vermag auch hier kein Werth von 2 Geniige zu thun. In der
That folgt aus der Tabelle des Art. 15, dass fiir:

¢ < s, nothwendig 2 > A
und fiir
< 1 ) A< A
Nun soll aber vermdge (') gleichzeitig auch noch:
2> A A0 20

sein; man sieht also, dass es absurd wire, unter diesen nach allen Richtungen sich wider-
sprechenden Anforderungen cinen Werth von 2 angcben zu wollen. Es finden somit auch in
dem vorliegenden Falle nur drei Theilintegrale statt, und zwar ergibt sieh:

Wenn A' > A > 2, > A,° so ist:

‘51 ¢z

fdxff(x, y) dy =

& ¢(x)
[d,lffA Y) Adp—}—fd/lff): Y)Ad,;+fd/1ff (N, V)dde . . ... . (1)

Dic Resultate (I) und (II) lassen sich durch eine einfache Verwandlung auf einander
zurlickfithren. In der That, addirt man zum ersten und dritten Gliede der zuletzt erhaltenen
Gleichung resp. die Integrale:

At My At ut
[ @ f FX, V) Ady f ) / F(X, V) A dp
2" e A y
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und zieht die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhidlt man, wie eine leichte
Rechnung zeigt, die zuerst gefundene Gleichung wieder. Daraus folgt also, dass zwischen
den beiden Ergebnissen so lange kein wesentlicher Unterschied besteht, als die addirten und
wieder subtrahirten Integrale nicht unbestimmt sind.

17.

Betrachtet man in gleicher Weise den zweciten Fall der Tabelle des Art. 14, welcher
auf den Bedingungen:

p>p0 , p<lp o, op<lp oy >

beruht, so zeigt sich auf der Stelle, dass die Verinderliche p auch hier wieder auf vier Arten
jenen Forderungen Geniige leisten konne, ndmlich:

<< p<p<p . .. (1,1
P << .. (2), (&)
W< <pp <pm. - . .(3),(3)
g <<l <y (4),(2Y)

Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen aus Art. 14:

WA <A< ()
oder aber:

Ml <d o o ()

und ferner: A an sich negativ, also — f (X, Y) A didp das neue Differential.

Ich werde zunichst wieder die Relation (/) als bestehend voraussetzen.

In der Bedingung (1) darf p alle zwischen p° und g, licgenden Werthe annehmen, und 4
ein Intervall von Werthen durchlaufen, fiir welches in der Stellung der Glieder in (1) keinerlei
Anderung eintritt. Nun bleibt s <Z s, nur so lange, als 2 > 2%, und g, < nur so lange,
als noch 2 <= 2%, wie dies aus Art. 14 hervorgeht. Folglich darf A blos das Intervall 4,” bis
4,° durchlaufen, und man hat:

40 1]
(U:—J@/ﬂLYyA@
o

20
fir A = A,° geht die Bedingung (1) in (2) iiber, und man findet durch das @huliche Raisonne-
ment:

2o o
(mz—JmfﬂLyyA@
A0 Hy

Fiir 2 = A, geht sofort (2) in (3) iiber und man erhilt:

At n!
(az—/mfman@
*

At
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Auch hier kann der Bedingung in (4) nicht Geniige gethan werden. Denn, wie aus der
Tabelle des Art. 14 hervorgeht, ist:

fo > ' so lange A > 2]

<< e ow o AZ A
Wenn aber hiernach A einmal grosser als A’ und zugleich wieder kleiner als 2’ sein
soll, so kann ihm gemiiss (/) gar kein Werth angewiesen werden. — Das Integral besteht

also nur aus den obigen drei Theilen, so dass fiir: 2,' > 4,' > 4° > A° ist:
& ¢h()
[ e [ £ (@) dy =

& ¢°(x)
0

A e ! [ My
[ 2 f FOL Y Adn 4+ f d f FX, Y)Adp + / G [FE V)N dp (I
.'Ao" A0 Mo Aot u!

Addirt man zum ersten und dritten Gliede resp. die Integrale:

/d)ff (X.Y)ddp , fd)ff(A Y) A dp

und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so erhiillt man, wie eine leichte
Rechnung zeigt, genau die Gleichung (1I).

Legt man die Bedingungen (/') zu Grunde, und betrachtet die Ungleichheiten beziiglich
der Verinderlichen g in der oben bereits angedeuteten Ordnung (17), (24), (3'), (4'), so wird
man durch eine ganz analoge Betrachtung finden, dass:

fd//f X, Y) A dy; (Q‘)—chAff (X, 1) A dy; (5')-/1/Aff (X, Y) A dp.
o 20 I

Man wird ferner finden, dass (4') auch in diesem Falle nicht befriedigt werden kann,

und zwar darum, weil nach Art. 14

fo <7 MYy wenn A <7 A
und

p <y, wenn A > A°

Wenn aber 2 gleichzeitig grosser als 4,° und kleiner als 2,' sein soll, so lassen die For-
derungen in (/) keinen Spielraum fiir irgend einen Werth von 2 iibrig. Es entspricht daher
diesem Falle kein Integral, und man hat das Resultat:

Wenn A > 4° > A > A so 1st:

&1 '(z)

fd”cff 7z, NP —

& ¢0(x)

~d;/f (X, 1)5\(7,;+/(m[f4\" Ad/;-{-fd)\//’A Y)Ade. . . . . (IV)
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Diese Gleichung lisst sich sogleich auf die oben erhaltene (III) zuriickfiihren. Addirt
man nimlich zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

A0 ” 40 e
f da f ) s dp [ a f F(X, Y) A dy
Ao Ho ‘AD' I

und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung
(ITT) wieder.

18'
Ieh komme zu dem unter Nr. 3 angefiihrten Falle des Art. 14, fiir welchen die Bedin-
gungen beziiglich ¢ bestehen;
p>p o, p<p o, p >, p<m

denen man, im Allgemeinen auf die folgenden vier Arten geniigen kann:

P < p < p <y (1), (1)

< po<p<p<<p... .2,
ﬂ0<fio</1<pl</ll. - - (3) ) (31)
fo << << p <y < py. . . .(4), (2

wozu fiir A noch die weiteren Bedingungen:

MN>E>NN> 000
oder auch:

M>NEN>AE>A . 0 00 ()
kommen, und wobei A an sich negativ ist.

Angenommen es finde die Bedingung (/) statt, so darf g in (1) das Intervall von pu, bis
¢, dagegen 2 nur jencs von A' bis A' durchlaufen, weil nach Art. 14 nur dann g, < p', so
lange 2 > 2, und p' << p,, so lange 4 <7 2" ist.

Man hat daher:

A nt
(1) =—[& /f (X, Y) A dy
‘/{o' .;lo
Fiir 2 > A geht also (1) in (2) iiber und erhilt man:

AP #y
(2) = — f 2 [ £(X, Y) A dy
At .lln
Wenn 4> A’ so geht (2) in (3) iiber und es bleibt (3) unveriindert, so lange A << A",
weil dann nach Art. 14 immer noch p° << p, bleibt. Es ist also:

I

(5= f 2t [F(X, ¥) A dy

A" 2
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Was nun die Bedingung (4) betrifft, so Lann ihr hier kein Geniige gesehehen. Denn
nach Art. 14 ist
A> A wenn g, < p°
und
A < A" wenn p' <
Das gleichzeitige Bestehen dieser EKingrenzung von 2, mit der Voraussetzung (/) zu-
sammengehalten, lisst auf der Stelle erkennen, dass sich kein 2 angeben lisst, welches (4)

geniigt.
Wenn also: 2,° > 4 > At > ), so ist:

! ¢ (x)

/dxf (, y) dy =

& ¢%(z)

‘/d)\ff(X VO dp [d)‘/fA)Adp-y/dAff(j JAdy . . .. . (V)

Auch diese Gleichung stimmt dem Wesen nach mit allen vorhergehenden iiberein. Um
sich davon auf einfache Art zu iiberzeugen, addire man resp. zum ersten und dritten Gliede

die Integrale: _
24t 1] A0 2
f di / FO ) Ade / ) f FLY, 1) A dp
Ay! o 20 Mo

und ziehe ihre Summe vom zweiten Gliede ab, so wird man unmittelbar zur Gleichung (I11)
gelangen. .

Es ist nun noeh der Fall zu betrachten, in welchem die Voraussetzung (/') stattfindet.
Man betrachte die Bedingungen fiir » in der oben schon angedeuteten Aunfeinanderfolge (11),
(2Y), (3"), (4') so wird man finden, dass (1') nur so lange unverindert bleibt, als g zwischen
1o und g sich bewegt, und 2 > A und 2 << 2, bleibt, weil naeh Art. 14 nur dann p° << p,,
fo < ' ist. Somit erhilt man:

2“0 F]
1) = —-fd).ff(X, Y) A dy
2! o

Fiir 4 = 2 geht (1%) in (2') iiber und behilt die letztere Form so lange sich p zwischen
und !, und so lange sich A zwischen A und A,' bewegt, weil dann nach Art. 14 bestindig
to << " und p' << p, bleibt. Es ist daher

(2" :—~fd)ff L Y) A dp

»

0

Wenn sofort A den Werth 4! iiberschreitet, so geht (2') in (3') iiber, und man findet hier-

fiir dureh dasselbe Raisonnement:
20

(3) = — f as [ If (X, Y) A dp

At n
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Den Bedingungen (4') kann auch hier nicht entsprochen werden, denn nach Art. 14 muss:

A< A . wenn p° << p,
und
A> A0 ) wenn g, < '

sein soll. Diese Anforderungen, verglichen mit (') lassen aber keinen Werth fiir 4 zu. Hier-
aus folgt nun das Resultat:
Wenn 2° > 2" > 20 > A} so ist:

¢t (%)

fdx/ (z, y) dy =

¢° (=)

fd;ffx Adp+f(uff4\ Y) (],iffdaffA) Adp. . . . . (VD)

Addirt man zum crsten und dritten Gliede resp. die Integrale:

Al o 2t o
[ @ / FE S, [@ f F(X, ) A da
‘)‘o'J 2! ‘)‘oo 1

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so ergibt sich genaun die Gleichung (V).

19.
Fiir den vierten Fall des Art. 14 bestehen die Bedingungen:

p= . po< ] 1 <<t : =

welchen auf die vier verschiedenen Arten:

W < <t <. .. (1), (1Y)
po ) <t <y 2 (2), (4
< e <<t oo (3), (3Y)
< plp,<ipt b . (), (2
entsprochen werden kann, und wozu die weitere Bedingung:
WSS AL L L (D)
oder aber:
WSS L (D)

kommt, und wobel A an sich positiv ist.

Wird zuniichst (/) vorausgesetzt, so kann in (1) die Verdnderliche g alle zwischen g
und y' liegenden Werthe annehmen, und da stets p, << p' und p” << g1, bleiben soll, was nach
Art. 14 nur so lange der Fall ist, als gleichzeitig 2 = A" und 4 <= A, bleibt, so hat man
offenbar:

n

A0
(1) = / A / FX.Y) A dp

A
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Auf dhnliche Weise ergibt sich dass:

2) :/;af;’(x, Y)dde fd/l[f Yp¥) A de

Die Bedingungen (4) lassen sich auch hier nicht verwirklichen; denn nach Art. 14 muss
nothwendig:
A> A, wenn g, < pf

und
A<2" , wenn p° <y,

sein soll.
Da aber diese Eingrenzung von A mit (/) gleichzeitig nicht bestehen kann, so rechtfertigt
sich die obige Behauptung von selbst.
Wenn also: 2" > A} > 4" > )1‘ S0 1ist:
£ ()

fdxf (x, y) dy =

) 9 (x)

2 i At u X? 2
/d/lff (X, V) A dp +fd)‘ff (X, T) & dp +fd,1ff (N, ¥)ddp. . . . . (VI
* Al 1y 2,0 n At ”w

Addirt man resp. zum ersten und dritten Glied die Integrale:

20 ” ;‘UD i
/ i f FOL VA, [ax [ ) ad
.'7. 1 nt ‘ Ayt .,'L‘

und zieht alsdann die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhilt man die
Gleichung (VI).

Wird die Relation (/') zu Grunde gelegt, so wird man durch ein Raisonnement, welches
dem bisherigen durchaus analog ist und darum nicht niher ausgefiihrt zn werden braucht,
erhalten:

Ayt ~» A0 My A? o
(1) :fd/z /f & Y)ade 5 @)= [ar [NV 3du s (3) = [ @ [F(X ¥)Adn
A, Tu, L)).“‘ L‘uI 20 ",Ln

Beziiglich der Bedingung (4') miisste nach Art. 14:

A> 4" . wenn opy < pf
und

A< A", wenn pu' <,
sein sollte, was mit (/') im Widerspruch steht, es bietet also (4') keine Losung dar. Wenn
daher 2,° > 2,° > A' > A so ist:

& ¢! (x)
f([.x [f (Eny)dy =
& ¢ ()
2 2 20 1y A0 &
[da/f(,\ VYA dp + [cl)\ff(l\', V) A -+ /d/lff(‘\’, Y)Adp. . . . (VII)
0 m W A0

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. r
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Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

AP » A0 I*o
fd/lff(;\i. YyAdy fcl/lff(X, Y) A da
Ag! 1 o

At

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man die vorige Gleichung

(VII) wieder finden.

20.

Durch die vorhergehenden Betrachtungen sind alle zu [V des Art. 14 gehdrenden Fille
erledigt, und nicht nur die entsprechenden Transformationsformeln hergestellt, sondern suc-
cessive auch auf cinander zuriickgefiihrt oder als wesentlich unter sich iibereinstimmend
erkannt worden. Dieselbe Aufgabe bleibt nun zur Vollendung des Beweises fiir die in TTI®
enthaltenen Fille zu losen iiberig. Ich werde mich nunmehr mit derselben beschiftigen.

Der crste jener Fille ist Nr. 9 der Tabelle in Art. 14, fiir welchen die Bedingungen
bestehen: '

e e ST ]

denen im Allgemeinen auf die folgenden sechs Arten Geniige geschehen kann:

p <<t <<t - (1)
o< <pte oo (2)
Mo gy <t (3)
Py <t oy <t (4)
po<ppt <y e oo . (8)
o< pl <y <py. o . . .(6)

Hierzu kommt noch, dass:

P> >>A. . 0 L)
und A an sich negativ ist.

Mit Riicksicht auf diese und die iiberigen in Art. 14 gegebenen Bedingungen lisst sich
leicht einschen, dass die Fille (5) und (6) als unzulissig ausgeschlossen werden miissen.
Denn darnach ist:

A> 2, wenn p' <, wie in (5) gefordert wird,
und

A< 2, wenn p’ <7 p, wie in (6) gefordert wird.

Da nun p' << p, und p° < p1, gemeinschaftliche Bedingungen von (5) und (6) sind, so
geniigt es, zu untersuchen, ob es Werthe von 2 gibt, welche jenen beiden Anforderungen und
zugleich jener (7) geniigen konnen. Aus 2 > A, und A << 4 folgt aber A’ > A und diese
Forderung steht mit () im Widerspruch: folglich kann weder (5) noch (6) entsprochen werden.

Um nuan den Umfang der Werthe von 4 und p zu bestimmen, fiir welchen diec Bedin-
gungen (1) unverindert dieselben bletben, bemerke man zunichst, dass p alle Werthe durch-
laufen darf, welche zwischen p, und p° liegen, dass aber. damit in der That p, << ¢° sei, nach
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Art. 14 nothwendig A > 2,° vorausgesetzt werden miisse. Da also 2, die unterste Grenze von
2, so ergibt sich eben so aus (/) dass, wenn 2 den niichst grissern Werth 2,0 erreicht, die Un-
gleichheit p* <C 1, in ihr Gegentheil iibergeht, weil eben nach Art. 14:

2> p wird,, wenn 2 > A ist.

Daraus ergibt sich ohne Weiteres, dass das Bereich aller durch die Bedingungen in (1)
eingerdumten Werthe von A und g durch die Grenzen-Intervalle des Integrals

A no
(1) = -—fd/l (£, ¥) 3 dy

o m
erschipft werden.

Bei 2 = 2,° gehen die Ungleichheiten (1) in jene (2) tiber. Da hierbei p bestindig
zwischen die Grenzen p, und p, eingeschlossen bleibt, also niemals den Werth erreichen kann,
welchen p” und ' annehmen, wenn sie einander gleich werden (wobei es iibrigens ganz
gleichgiltig bleibt, von welcher Beschaffenheit der entsprechende Werth 2" sein mdge) so
darf man A bis A" wachsen (oder nothigenfalls abnehmen) lassen, indem dann niemals der
Fall eintritt, dass 4 und p gleichzeitig die der Gleichung p’ = p' entsprechenden Werthe im
Bereich der Integration annehmen.

Hieraus folgt, dass die Gesammtheit der Werthe von A und p, welche den Bedingungen
in (2) Geniige leisten, in den Grenzen des Integrals:

() = ——‘/;;)‘
%0

#

Ho
(X, Y)Ady

vollstindig enthalten ist.
Bei dem Werthe A = 2" angelangt, geht (2) in (3) iiber und behilt diese Form bis

A = A wird. Es ist daher:

! I
(8) = — [ i [ FOX, T) A dy
“m l;l.,
Von 2 = A an geht sofort (3) in (4) iiber und behélt diese Form bis 2 = A", geworden

ist. Man hat also:

o
(4) = — f di / (X, Y) A dp
Ao I
Nimmt man nun alle diese Auflésungen zusammen, und bemerkt, dass die Integrale (2)
und (3) in ein einziges sich verwandeln lassen und dass bei dieser Gelegenheit 2" daraus ver-
schwindet, so ergibt sich:

Wenn A} >> A} > 2,0 > 2° so ist!

& ¢Hx)
[ [ 7@ y) dy =
& ¢N(x)

A M A

Ag? o if! L
X, ¥ + [ar[Fex, v)Ade 4 A, ) bde . . ... (IX
fd/l‘/‘f(X, ) A dy A ‘[odi‘[f(X, Y) Ady + fd)%f(X, I)qu (IX)

A0 0 2!
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Addirt man zum ersten Glied dieser Gleichung das Integral:

A 15
f da f (X, Y) A dy
A0 ™

und zieht es vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man nach einer einfachen Reduction die
Gleichung (VIII) wieder finden.

21.

In gleicher Weise ist nun der Fall Nr. 10 der Tabelle des Art. 14 zu betrachten, wofiir
die Bedingungen bestehen:
p<p o p<p o, o p>pmooop<p

welchen, im Allgemeinen, auf die folgenden sechs Arten entsprochen werden kann:

I SR SR e ()
o <p<pm<p <p. .. .2
Po < < <pt < p. (
o < p <pt<p<<p. .. .4
Mo < p << ph <p <<p. . . .(5)
o < < pt < < (6)
wozu die weitere Bedingung kommt, dass
WM >A. ()

und A an sich positiv sci. -—— Ich werde vor Allem nachweisen, dass die Fille (5) und (6)
auch hier ausgeschlossen werden miissen. Denn es ist nach Art. 14:

A <72 wenn p° < p,
und
A> A" wenn p' <,

Da nun sowohl in (5) als in (6) gleichzeitig p° << 1, und p' << s, sein soll, so sielit man,
dass A weder im Intervall von 2,° bis 2;' noch ausserhalb desselben einen Werth erhalten kann,
welcher allen Anforderungen, worunter insbesondere (/) gehort, entspricht: hierdurch ist
aber die Behauptung gerechtfertigt.

Die Ungleichheiten in (1) bleiben nun so lange dieselben, als p zwischen p, und p° ein-
geschlossen bleibt. Zugleich aber muss nach Art. 14 nothwendig 2 > 2,° sein, damit wirklich
tto << p° bleiben kann, und ebenso nothwendig muss 4 < 4’ bleiben, damit stets p° << g,
bleibe, weil diese Ungleichheit fir 2 = 2,° in ihr Gegentheil iibergeht, indem

Mt << p° wird, wenn A > 2’

ist. Daraus ergibt sich ohne Weiteres, dass man habe:

A0 unt
(1) = fax [ (X, 7) 8 d
A o
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Fiir (2) findet man durch ein Raisonnement, welches dem cntsprechenden im vorigen
Art. durchaus analog ist:

A% M
@) = f di f FIX, Y) A dy
A0 My
Bei dem Werthe 2 = 2" angelangt, geht (2) in (3) iiber und behilt dieselbe Form bis
A = A" wird. Es ist daher:

(3) = f Z;A f } (X, Y) A dy

Von 2 = A' an geht (3) in (4) iiber und behilt diese Form bis A = 2 geworden ist.
Man hat also:

Ayt il
@) = [ f F(X, T) A dp
Moo
Nimmt man alle diese Integrale zusammen, und bemerkt, dass bei der Vereinigung von
(2) und (3) der Grenzwerth A" ganz verschwindet, so wird man haben:
Wenn ) > A" > A° > 2, so ist:

¢

& )
S [ f (@ 9) dy. =
So ¢ (<)

"

2,0 2! " 2t 2
fdsz(l\', Y) A dp + fd/l/f(X, Y) A dy + fdaff(;, Y)dde. . . . .(X)
2 o e At e

I

Addirt man zum crsten und dritten Glied resp. die Intcgrale:

A At I
f di f FUX, YY) Adp f di f (X, T) A dy
2,0 2y At 7%

und zieht ihre Summe vom zweiten Glied ab, so ergibt sich diec Gleichung (IX) wieder.

22.
Den Bedingungen:
pp s e <<y, g <o 5 2>
des unter Nr. 11 im Art. 14 angefiihrten Falles kann man im Allgemeinen ebenfalls auf
sechs verschiedene Arten geniigen, ndmlich:

ol <pe<<p . ... (1)
f < << pt<pl.o.. . (2)
M << po <t L (3)
Wl < o< ()
< pl << p<<py. . . .(5

m<p<ph<ph<po. . . .(6)
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wobel noch
WSS E>SA. ... ()
und A an sich positiv ist.
Vor Allem bemerke man, dass auch hier die Fille (5) und (6) als unstatthaft aus-
geschlossen werden miissen. Denn es ist nach Art. 14:

A> 2" , wenn g’ <,
und
D 25 & wenmpp' <,
Da aber diese Forderungen gleichzeitig erfiillt werden miissten, so miisste auch
2} << A} sein, wihrend die Bedingung (/) fordert, dass A’ > A;' sei. Daraus sieht man, dass
es gar nicht moglich ist, den Bedingungen (5) und (6) und gleichzeitig den iiberigen For-

derungen zu geniigen.
Fiir die iiberigen vier Ungleichheiten findet man auf ganz dhnlichem Wege, wie er nun

wiederholt bezcichnet worden ist, dass:
29t nt m "
:fd/lff(X, NAde (2)=[d,1ff(X, Y) A dp
A # .)-a' I

) . A0 o
(3) =[daff(x, Wade ,  (4) =fd/1ff(X, Y)adp
‘)_m Iy ‘).u" 1

Durch die Vereinigung dieser Integrale fillt die Zwischengrenze A" heraus, und man
erhilt das Resnltat:
Wenn 2,° > 2,0 > A' > ', so ist:
¢ (2)

fdoc CE,JJ

#0 (z)
Ayt I Ag? o M ne
[d/lff(X, Y) A da +/d/1/f(x, Y) A dy +[d;.[f(x, YVAde. . ... (XI)
’ Ay iz .Ao' ‘Iix .)lo" .r’in

Addirt man zum zweiten Gliede das Integral:

A0 o
.A{d{[f(l\, Y) A dy

und zieht es vom dritten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung (X) wieder.

23.
Ich komme zum letzten Falle, nimlich zu Nr. 12 des Art. 14, wofiir die Bedingungen:
plp o, ey a>p o, p<<m

gegeben sind, denen man wieder auf sechs Arten entsprechen kann:
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Mo << ph <py < p0. . (1)
po <o <py <p <p. . .(2
Mo <o <y < g <p'. . .(3)
Mo < p<p’<<p<<p. . .(4
Mo < pp < p0 < pt<<p. . .(5)
Mo < p << p < pr<yp. . .(6)
wobei noch:
>N > A
und A an sich negativ ist.
Da hierin:
2> 2" . wenn p° <
und
A< A, wenn pul <
so ist ohne Weiteres klar, dass auch hier die Bedingungen (5) und (6) als unerfiillbar aus-
zuschliessen sind.
Da die Discussion der iiberigen vier Fille auf die wiederholt schon vorgekommene Art
zu fiihren ist, so fiige ich blos deren Ergebnisse bei. Man erhilt nimlich:

2
([ pE—— f )
2

1

I3 200 I
FX, Y)Ade 3 (2) = — f 2 f F(X, Y) A dy
At a

It

X PRI
(3) = -—fd)./f(X, Y)Ade ; (4)= _/cuff (X, Y) A dp
20 14y 4,0 7
Wenn daher:
A >N >N >N
S0 1st:

& ¢ (x)
s [ 1)y =

& ¢ ()

At ta 4,0 I L
[ f S, ) bdp + [ @2 f F(X, Y)Adp + / o f V) A de . (XD
..)*n’ n' u)'x' ..)-lo :

M ne

Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:
A0

Ag! n 0 i
f i / FX, V) Ade f I [ £ (X, ¥) A da

2t I 40 Ho

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede ab, so wird man die Gleichung (XI) genau wieder
finden.
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24.

Durch die vorangehenden Betrachtungen sind nun nicht blos die frither als wesentlich
verschieden erkannten Fille insgesammt untersucht, sondern es sind zugleich auch die ihnen
entsprechenden Transformationsformeln des gegebenen Doppel-Integrals wirklich dargestellt
worden, auf welche es urspriinglich vor Allem abgesehen war.

Es wurde gleichzeitig mit der Entwickelung jener 12 Gleichungen die wesentliche Uber-
einstimmung der in denselben enthaltenen Darstellungen des transformirten Integrals unter
sich nachgewiesen, so dass von jetzt an, so weit es sich um den vollstindigen Ausdruck
dieses Integrals handelt, auch die letzten in Art. 15 noch fiir néthig gehaltenen Unterschei-
dungen als ganz unwesentlich erscheinen und weiter nichts besagen, was man nicht unmittel-
bar durch blosse Addition und Subtraction gewisser endlicher Ausdriicke in Integralform
erreichen kann.

Hiernach lisst sich das Ergebniss der ganzen vorhergehenden Untersuchung, alle Fille
umfassend, in folgender Weise darstellen:

Theorem.

Bezeichnen ¢°(x) und ¢'(z) zwei Functionen von x, welche innerhalb der
Werthe & und & von z endlich und stetig, so wie einwerthig und reell bleiben,
und fiir keinen zwischen & und & liegenden Werth von = einander gleich
werden; setzt man in dem doppelten Integral: ‘

& ' (=)
/clef(m y) dy
% ¢*(z)
an die Stelle der Verinderlichen =, y Functionen zweier neucn Verdnder-
lichen A, s, bestimmt durch die beiden Gleichungen:

- - — 7
z = Xy ) y = Yy,

aus welchen sich niemals cine dritte bilden lisst, welche blos z und y oder
blos A und p enthilt, und wobei X, ,, 1}, in Verbindung mit ¢%,, ¢',, von der
Beschaffenheit sind, dass die Wurzel:

p = po der Gleichung X, , = 3
=M = - JY()., =G
=g - " Yo,m = ¢ (Xo )
p=p - - Yo,m = ¢ (Ao, )

vollkommen bestimmt, reell und so lange einwerthig bleibt, als 2 zwischen
dem grossten und kleinsten der Werthe liegt, welche als die einzige reelle
Wurzel:

o o

A=A’ der Glecichungen: X, , =& . Y, ,

I

I

— )1 g . B ‘s S
)‘ - N9 ™ @ —‘X().,;z) — & ° A, ) ¢ ‘-n)

— 0 ¢ — Z
A = A -~ - -A(A, ) M 51 O .(A, p

I
G
&

- 1 < a A l(E
A=AN . 9 Xow=26& , Yop=¢(E)
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sich ergcben; bezeichnet man ferner zur Abkiéirzung:

dX dY dX dY
b= a7 %
SO 1st:
& 1)

[ax [ f @y d =

% $9(2)
He t A l 1'-.{‘ ty
[a [ FX¥)3de + [ [FEX, Yyadu+ [ f F(X.Y)adn
PRI PRI g

wofiir man auch jeden der eilf iiberigen, dem Werthe nach hiermit iiberein-
stimmenden Ausdriicke (II) bis (XII) setzen kann, welche in den Art. 16 bis 24
entwickelt sind.

Durch diesen Satz ist die Unbestimmtheit des Zeichens von A, welche die Euler’sche
Transformation iibrig liess, allgemein aufgehoben. Es kann nun aber wohl geschehen, dass
A seiner Natur nach (z. B. als Quadratwurzel) ein Doppelzeichen in sich schliesst. Auch in
diesem Falle wird nicht erst cine besondere Untersuchung ngthig, wenn man die Grenzen
der Integrale, unter Zugrundelegung irgend eines der beiden Zeichen von 4, das Zeichen
von X und Y und sofort die demselben cntsprechenden Werthe der Grenzen bestimmt.

Dieser Fall entspricht zwar den Voraussetzungen des Satzes nicht; wenn aber in eben
bezeichneter Weise alle Bestimmungen auf die zusammen gehirigen Zweige der Funetionen
2 und Y bezogen werden, was immer geschehen kann, sobald die nicht zusammengehorigen
Zweige fiir bestimmte, innerhalb des zu untersuchenden Intervalls liegende Werthe der Ver-
anderlichen nicht zusammenlaufen, so verhiilt sich Alles so, wie bei einwerthigen Functionen
und cs finden daher die fritheren Voraussetzungen statt.

25.

Ich werde nunmehr diese Losung der in wenig beschrinkter Allgemeinheit gestellten
Aufgabe auf eine griossere Anzahl mehr oder weniger spccieller Fille anwenden, welche
geeignet sind, die Bedeutung des gefundenen Theorems sowie auch die Art seiner Anwen-
dung und cinige dabei in Betracht kommende Umstiinde am hesten ins Licht zu sctzen.

Fiir die erste Anwendung nehme ich an, die Transformation solle dadurch geschehen,
dass man voraussetzt, es sci:

z=NXoy=1p

A
y= Yy,=2>
Dafiir erhdlt man dann A = + 1 und es folgt:
po = &, aus der Gleichung X, , = &,
= & aus der Gleichung X, , = ¢,

Die Gleichungen:
Iv(/l, 1] — S":n (‘Y(l, /1.)) ) }f(/\, ) = 90] (_‘Y(k ;z))

Denksehriften der mathem.-naturw, 1, XX. Bd  Abhandl. v. Nichtmitgliedern. S
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gehen daher beziehungsweise iiber in:
A= 900(/1) y woraus g — ‘U_" — O(R)

und
A= 59' (/1) , woraus g — ,ul = ¢1 0\)

wobei jetzt auf ¢°(R), ¢'(A) die Bedingung der Einwerthigkeit in dem Sinne des vorigen

Artikels iiberzutragen ist.
Ferner ergibt sich:

hWo= (&) , A° = ¢"(&) aus der Gleichung A = ¢°(p)
M=), N = ¢'(§) aus der Gleichung \ = ¢'(p)
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (T) des Art. 16 ein, so erfolgt:
¢1(x)

u/@/?@uw@—

¢ 0z)

& & o0 (&) 1A (&) ¢
/d)\ /f (p, }) dp +f(lh/f (1. N) dp -}—fd)\ff (. 2) dp
T YR I VA O] o5 &

Setzt man z fiir p2, und y fiir A, so ldsst sich, wie leicht zu sehen, dieser Gleichung die fol-

gende Form geben:
)

[ [ F ) dy =
% “e0(e)
'(n) & n(:o) Eo (Co) G ()

fdefQ:,J d:z:+/dJ/fx,ﬁdx—l—fc@/f(x,ﬁdx s

¢ (&) o) ¢ (&) () ¢1(5)  ¢00)

Auf gleiche Art liessen sich aus den fritheren Gleichungen (II) bis (XII) noch weitere
eilf Formen ableiten. Ich will, des spitern Gebrauches wegen, nur noch diejenige anfiihren,
welche sich aus (II) ergibt. Sie ist die folgende:

fdx/jlf‘x,y)dy_

¢0(z)
g & 1(g & &
ffl/ffw, dm+fdz//fx,sz /dy[fx,y)dx........(?)
¢O(5) o) ¢ (&) () el &

wobei die Gleichung ¢°(z) = ¢'() keine zwischen & und &, liegende reelle Wurzel besitzt,
und die als cinwerthig vorausgesetzte Function:
x = ¢°(y) aus der Gleichung y = ¢’(x)
und
= ¢'(y) aus der Gleichung y = ¢'(x)

abzuleiten ist.
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Hierdurch nun ist der Satz bewiesen, dass auch bei Doppel-Integralen
mit verinderlichen Grenzen die Umkehrung der Integrationsfolge gestattet
ist, dass aber hieraus im Allgemeinen drei andere doppelte Integrale her-
vorgehen, deven zum Theil verinderliche Grenzen aus der Umkehrung der
urspriinglich gegebenen erhalten und zur Bildung der Grenzen in der durch
diec Gleichung (1) [oder (2)] vorgeschriebenen Weise mit einander verbunden
werden miissen.

Diesen bemerkenswerthen Satz habe ich bereits in der friiher erwdhnten Abhandlung’)
durch rein geometrische Betrachtungen fiir den Fall begriindet, dass die unteren Grenzen &
und ¢’(z) Null seien. Das daselbst gefundenc Resultat stimmt mit dem aus (2) sich ergebenden:

2(2) (&) )
fdxff z, y) dy—fdef x,y)dx—fdef (@, y) de
¢(0) 0

vollstindig iiberein.

26.

Als Anwendungen des eben bewiesenen Satzes will ich einige besondere Fille betrachten.
Angenommen es seien die Functionen ¢"(z) und ¢'(z), sowie die Grenzwerthe ¢, und ¢,
von der Beschaffenheit, dass gleichzeitig

(&) = ¢'E)  und  £%G) = ¢'(S)
sei, was offenbar mit den Voraussetzungen des Satzes nicht in Widerspruch steht.
Fiir diese Annahmen nun ergibt sich aus der Gleichung (1) des vorigen Art. statt des
dreighederigen der blos eingliederige Ausdruck:

& ¢'(<) ¢'(&) )
[ 7@y dy = [dy [ @) da
o ¢%(x) (&) )

Transformirt man das Integral rechter Hand durch Einfiihrung einer neuen Verinder-
lichen z, welche mit der urspriinglichen « in der Beziehung

) (=) P ) — w+)m 5 ¢°(y)
s («*—a') (r+4

steht, und fiir welche also:
(@+7)(@+r) ") —¢')
dx = - dz

a’'—a' (r—{—z)’
wo ', a',  gewisse constante Grossen bedeuten.
Setzt man zugleich:
F(sy)
) — @)

S (@ y) =
wobei
a (a'+7) §'(y) — @' (@ +7) §*(y) — (¢" —a') re
(@ +7) ¢ (y) — (@4 7) ' (y) + (@ —a')

Py p—
o —

1) Crelle, Journal B. 15,
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so geht die oben erhaltene Gleichung in die folgende iiber:

/dx / (¢11(;()2’J)dy il r?fﬂ;-l-r)f /‘l(z,J) .
¢0(x)

X ¢!(5)

Durch diese Gleiehung ist das Doppel-Integral linker Hand auf ein viel einfacheres
zuriickgefiihrt, welches von den Functionen ¢°(z), ¢'(z) und deren Umkehrungen nur in so
fern abhiingt, als zwei besonderec Werthe dieser Functionen die Grenzen bilden. Ein doppeltes
Integral, wie das eben betrachtete hat also die Eigenschaft, dass man fiir ¢°(z) und ¢'(z)
Functionen ammehmen kann, welche man immer wolle, wenn nur sic und ihre Umkehrungen
¢"(y), ¢'(y) innerhalb des in Frage kommenden Intervalls stetig und einférmig bleiben und
von der Beschaffenheit sind, dass:

¢(&) = ¢'(&) ) (&) = ¢'(§)
ist: dann hingt der Werth des Integrals immer nur von den Endwerthen ¢'(§) und ¢'(&,) ab.

Tch will annehmen, es werde f(y) . F(z) an die Stelle von F(z, y) gesetzt. Man findet
dann:

& ¢'(x) al
' S (y) dy (a°-‘—7) (a +7") F (z) dz
da f F(2) — f il
S P65 = o T
& ¢9(x) '(ﬂﬂ
Fira" =0 , ¢ = oco , 7 =1 folgt hicraus:

¢'(x)

i _ dy 1(~) dz
Ja [ w(y) . Sf(y) dy / T
/ Go=-) 7o —vw f” // (142

& ¢1(x)

Es se1 z. B.

1 1
ey =2"  , ¢@=21
sO 1st:
Py =y . )=y
und sctzt man zugleich
é‘0 = O . 51 =1

so werden offenbar alle Bedingungen erfiillt.
Ich will nun ausserdem noeh annehmen, es sei:
zm—}-l
8=y
Dann erhilt man nach einigen Umformungen:
1

1 lsir_wm—l w~‘78n—l [ m [(7l
fdx oo @y ey dy = T )ff (9) dy

('1/1 . J/-S‘)m—i»n 1 1 (“ +_ n)
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Fir m =n—=— olgt hieraus:

di 1
lfdﬁf AT ==§ffW)@
1/ — JL) l —~¢/) f

W

141

Wie man sieht, hat das Doppel Integral die bemerkenswerthe Eigensehaft, dass sein
Werth von » und s so lange unabhiingig bleibt, als diese Constanten von einander versehleden

sind,
27.
Wenn die untere Grenze ¢°(x) = 7, constant ist, so geht die Gleichung (2) des Art. 25
iiber in:
5 (2) ¢(& &
f@[@ﬂ@—f@ﬂ%ﬂm+f@ﬁ@ﬂm
%0 v) ¢

wobei der Kiirze wegen ¢(x) fiir ¢'(x), d(y) fir ¢'(y) und & fiir &, gesetzt worden ist.
Man nehme an, es sei in dieser Gleichung &, ein Werth von z, fiir welchen:

¢ (&) = 7%
so vereinfacht sieh dieselbe und man erhilt:

¢ (x) ¢(€) &

fdxff(m) dy = [dy [f @ 3) d=
% %o 4]

wo also:

x = ¢(y) aus der Gleichung y = ¢(z)

als die einzige reelle, zwisehen &, und & liegende Wurzel abzuleiten ist. — Setzt man nun:

S @)
E—¢ (y)

. I’ () an die Stelle von f (z, )
und 1st darin:

=3 @ (“+’")P(J)_a (@ + T)E-—(ao—a)aa:
(“+ ) ¢(y)—(a+ + ) £+ (ap—a) x

so ergibt sich:

3 ¢(x) ¢ (&) a
[y (@) (a+7) F(2) dz
dr | ZY p) = S 7

[ [ S @ A S

So %o %o ap

In dieser Gleichung sind einige beachtenswerthe speeielle Fille enthalten, die sich leieht

auf die folgende Art darstellen lassen.
Es sei zuniehst:

L= , @@=z , ¢@=y , Fp=1
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so erhélt man die eigenthiimliche, auf anderemn Wege nieht so leicht herzustellende Gleichung:

filerﬁ—yldy=f;(y)dy

Setzt man dagegen ¢, = 0 , @ = o0, dabei immer angenommen, dass ¢ (§)) = 7, sel,

so ergibt sich:
s—w S () dy .
/dxf ) - §—¢ () /f(‘/ ‘lJf<1 5 “

Daraus erhiilt man z. B. fir §, =7, , ¢(x) = z das Resultat:

[dx [F (=) f;’ldj ff )yf(l—Jr—dy

Fiir den noeh spemellern Fall, dass

~m—1

s, =0 und F(z)= ———
< ( ) (1 +:) w4 n—2

gesetzt wird, erhdlt man die Gleichung:

—x)n=1 (g — g1 I'(m) I'(n)
/d/(g T gy dy — S ) /m By ()

(F—g)mtr=t ['(m+n)

Mit Hilfe dieser Gleichung lassen sieh die beiden folgenden Fragen beantworten :
1. In der Gleichung:

"(ac—z =1 .

ist F (z, €) eine gegebene Funetion: man soll die dieser Gleichung Geniige leistende Func-
tion f (y) unter dem Integralzeiehen finden.
Vermige der oben entwiekelten Formel hat man unmittelbar:
g ¢
[’'(m) I'(n)
. m—1 — __
JE—or= P9 de = 5 [ 1) dy
0

0

Setzt man nun in dem Integral linker Hand:

.t

Ny

]

und differentiirt hierauf die ganze Gleichung in Bezug auf &, so wird man alsbald finden:

= 117”’ b 1 m—1 o — 1 v = d.F )
/) = 1((7)?% ,[(1—‘) {mc F@Et 3 + ¢ (}j’ D

wodurch die Frage beantwortet ist.
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Fiir m:n:é erhilt man hieraus die Gleichung, welche zur Losung einer die Tauto-
chronen betreffenden Aufgabe nothig ist, und welche fiir jenen speciellen Fall mit Hilfe ziem-
lich umstindlicher Reihenentwickelungen im 48. Bande des Journals von Crelle abgeleitet
worden ist.

2. Von der eben vorgetragenen dem ersten Anschein nach verschieden ist die folgende
Aufgabe.

In der Gleichung:

f(—i— Af) =@

(E ——-'l/)"’ +n—1
0

ist ¢ (z) eine gegebene Function: man verlangt die derselben entsprechende Form der Fune-

tion f ().

Hier liefert die Gleichung (1) sogleich die Losung, indem man daraus erhilt:

LCm+n ;
FO—F0) = st [E—ar 0@ d

Fiir m =1 —n ergibt sich hieraus unmittelbar die Gleichung, welche zur Losung einer
den Fall eines schweren Korpers bei gegebener Fallzeit betreffenden Aufgabe néthig ist, und
welche dieser Aufgabe wegen zuerst Abel (s. Oeuvres compl. T. T, p. 29) fiir jenen beson-
dern Werth von m, auf ganz anderm Wege entwickeit hat.

Ich fiige schliesslich noch einige andere Anwendungen bei. Hat ¢ (z) die Eigenschalft,
dass:

¢ (0) = 0 , und setzt man noch & = 7, = 0, so folgt:

¢ (%) ¢(8) é

fdx[ (z, y) dy—fdy/fxﬂdx

)
Hicraus findet man z. B. die Gleichung:
¢ (2)

w—sl'(y) S () dy AN it
/dfo y T E—d(y) _/f ) (J/S ¢y (5*‘“”)

$)

Setzt man in dem Integral rechter Hand

x—y(J) de a5
O 1 0))

so verwandelt es sich in das Product zweier von einander unabhingiger Quadraturen und

@

==y _f(4) dy ‘
./d :(Z)~€) oy /f(?/) dyfF(Z) dz

man erhilt:

.

Es se1 z. B.
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und man bezeichne

==

f dz
' 1/1——z2 | 1/1—](:222

so erfolgt

/ f f(y) dy — K 7 ) dy
Vie—=)(E+a—2y) . VE—y)—~ (@—y) JoE—y

Hat ¢ (z) die Eigenschaft, dass ¢ (&) = 0 wird, so ist

é ¢ (%) ¢l ¢
S [ fewdy= [ay [ £ e
(] 0 ] 0
Daraus lisst sich leicht die Gleichung finden:
: £(2) £ (0)
[ [ F (7 )f(J)dJ—/fJ) ) dy . ff“”)de
0 0

Setzt man darin fiir F'(z) den obigen Ausdruck und zugleich

o) =6§—=z , also ¢ (y) = & —

so ergibt sich:

dy
/dx[ = S ) B ﬂ@ dy
E—yr—< 3 (5*.'/)"*—“»8 Sy

0

Wie man sicht kann man dic Grenzen des Doppelintegrals auch als durch die Ungleich-
heit 0 << @ + y << & gegeben ansehen.

Diese wenigen Beispiele mogen hinreichen die Bedeutung der im Art. 25 entwickelten
Umkelrungs-Formeln erkennen zu lassen.

28.

Ich wende mich nunmehr zu einer andern Anwendung der allgemeinen Transformation,
und zwar moge angenommen werden, es sei:
= Xy =p

& r
Y= L

so dass also nur die Function .\ niher specialisirt wird. Man hat dann einfach:

dY

d= 4 =

und erhiilt:
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und fiir die Functionen p° und p' hat man die Gleichung:

Yon=¢(n) , aus welcher folgt: - p’ = ¢°(4)
,

_— 1
am=¢® « - .M
wobel nun die fiir p'. p' gestellte Bedingung der Emformigkeit auf die Functionen ¢°(%), ¢'(2)
iiberzutragen ist.

Beziiglich der Werthe 2,", 4, 2,°, 2,' hat man die Gleichungen:

1

I

¢ (4)

°( Z,) woraus A’ = A'(Z)
(A, 0(51) » M= 603
Y, - @' (&) “ Ay = H'(S,)

Y’-, g = ¢ (51) *’ L= 013)

wobel auch diese Werthe als vollstindig bestimmt und als die einzigen reellen Wurzeln
zweler Gleichungen vorausgesetzt werden.

Substituirt man nun diese besonderen Werthe in die Gleichung (1) des Art. 16, schreibt
zugleich auch z fiir g, und z fiir 2, so ergibt sich:

fcle z, y) dy =

”(.1\
LAY G U5 PIG) & ()
° . - Y dy
[as (76 ¥ % ae g [ [ Vo) X w4 [t [fwvo0 . de
RYE)) .51 13 Sm() LA

SIS

Andere Formen wiirden sich aus den eilf iiberigen Darstellungen der allgemeinen Trans-
formation ergeben; unter den oben ausdriicklich gemachten Aunahuien fallen dieselben aber
dem Wesen nach ganz mit der eben gefithrten Gleichung zusammen.

Diese Gleichung nun zeigt, wie man cin Doppel-Integral durch Einfiihrung einer ein-
zigen neuen Verdnderlichen z transformiren miisse. Was durch sie hauptsichlich geleistet
werden kann, besteht darin, dass man, wenn die Veriinderlichen @, y in der Funetion f (z, )
einen expheite gegebenen Ausdruck bilden, diesen durch die nene Veriinderliche z ersetzen
kann, so dass die nach a zuerst zu vollziehende Integration von der niahern DBeschaffenheit
von f (2), weil eben z dabeil constant bleibt, ganz unabhingig ist. Mierdurch ergeben sich
Redunetionsformeln fiir doppelte Integrale von Functionen, deren Argument z allein niher
bestimmt ist, welche also threr iiberigen Beschaffenheit nach willkiirlich sind. In dieser Hin-
sicht stellt also die obige Gleichung in vollstindiger Entwickelung den allgemeinen Typus
der Losung aller derartigen Probleme dar, so dass man in besonderen Fiillen nur ihrer Vor-
schrift zu folgen braucht.

Von der eben bezeichneten Art sind die, jedoch mit Hilfe geometrischer Betrachtungen
gefundenen Reductionsformeln, deren Eingangs Erwiithnung geschah. Obgleich ich nun eine
ziemlich grosse Anzahl solcher im 45. Bande des Journals von Crelle entwickelt habe, so
scheinen doch die folgenden weiteren Fille schon darum Beachtung zu verdienen, weil sie
den, bis dahin noch nicht sehr weit gefiihrten, Gegenstand der Reduction doppelter Integrale
auf Quadraturen nahe beriihren, zugleich aber geeignet sein diirften, den Nutzen der voran-
gehenden Resultate noch mehr hervortreten zu lassen.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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29.

Als ersten Fall moge angenommen werden, es sei:

fxy) =1 und 2 = ax + bxy + cy
Dann ist:

z—ax A — dY_ 1

Y(z’x)=bx+c 5 E—E:ﬁ

Zugleich seien
F@ =2 , @) =mun
constante Grossen, so dass also:

Z—cy

¢'(z) = z;:s , ¢'(z) = .
00(50) = af, +- 650770 + ¢y, . o' (Eo) = aé, + 650771 + o,
6°(&) = ab, + 6&,79, + cx, 01(51) = aé, + b&y, + oy,

Da ausserdem:

.

[ 76 -t =T 1og (b2 + o) + Const

so ergibt sich, wenn man in die Formel des vorigen Art. substituirt:

& kA
/dxff(aw+bwy+cy)dy=

ay+ HEg + ey a&;+ 557 + %o

ac 4 bz
7170 E Gaagnra SO

aéy+ béanot crg ady + 4Gy + o1y

ac -+ bz

(bf +¢) (by,+ (L)

ady + &%y + 1y

1 a+ln;
+ —b‘ ! [f( dz

a-f-by
ﬂ¢aTbEO7o+ 7y

Man kann auf ganz gleiche Art die Reduction bewirken, wenn die gegebene Function
die Form f [(« + x) (3 -+ y)] hat, wie aus der Bemerkung hervorgeht, dass:

1
0z by oy = 3 | (o +0) (b + &) —ac
ist.

Fiir 6=0 gehen die drei Integral-Ausdriicke in unbestimmte Formen iiber, deren wahre
Werthe man jedoch entweder auf gewihnliche Art oder aueh wie folgt bestimmen kann. Es
1st niamlich:

ac -+ bz
og =
(b0t ¢) (b9, 4 )
folglich geht, wenn man jeden der drei Logarithmen bis auf zwei Glieder entwickelt, der
Ausdruck iiber in:

log (1 + g) — log (1 T '0) — log (1 + br“)

i

ac
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Da der Factor & durch Division fortgeht, so hat man, wenn nach dessen Beseitigung
b = 0 gesetzt wird, und wenn man dann mit den zwei iiberigen Integralen auf gleiche Weise
verfahrt, schliesslich auch wieder b fiir ¢ setzt, die Gleichung:

fdxff(ax+by) &y =

(%{L/‘a(ii,afo—bm)f( 2) dz +f“:j;lfl_b,71)f( dz -*—f(.z_—zoac, byo) f(2) de }

ay + bng agy +b7g agy + by

wobei, der Symmetrie wegen, eine etwas anderc Form als die unmittelbar sich darbietende
gewshlt worden ist.
Gewissermassen analog zu dem eben betrachteten Falle ist derjenige, fiir welchen

P aemr _I_ benlz+ny + Ceny

und
d) 1 1
A= — = —.
dz n  z— aem™*
folglich:
dY 1
ff(:c, ) — dm e log (ze="™*— a) + Const.
Angenommen es sei auch hier ¢°(x) = %,, ¢'(x) = %, constant, so ist:
o 1 z— ce™io Ry z—ce™i
#'() = ot bem @) =g le o

0°(&,) = ae™® 4 be"h T 4 e , 0'(&,) = ae™® + bemotm | et
00(6]) — ge™ B be™s t o + ce'o ) o (El) — qe™ + beréit + cem

Setzt man diese Werthe in die Gleichung des vorigen Artikels ein, so ergibt sich:

f dx / flae™ + bemtm 4 cev) dy =

81 () % (o)
1 /‘f(z) ac+ bz (z) ac+ bz
m— — lo dz f log . dz
mn g z g (ze— ™8 — @) (ze— "0 —c) + ( ze— " —q) (ze— "B —c)
bo(z,) B (&)
8'(&)
/‘ S(#) log ze” " —c ds
mn ze— "7/'1 —_ * ¥

90 (%0)

Fir §, = », = 0 und &, = 7, = oo ergibt sich hieraus, wie leicht zu sehen, die Gleichung:

fdxff(aeﬂu + bewxz+7ty + cevzy) d]/ = ”—17;\/‘/—1:—) 10 _a) (~——c) d~

bs-{-ac
a+tb+c

t%
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Es verdient schliesslich noch bemerkt zu werden, dass, wenn man f(bz + ac) an die
Stelle von f(z) setat, die oben entwickelten Formeln das Doppel-Integral der Funetion

1 + o) (be" + a)

lefern.

30.
Mehrere bemerkenswerthe Einzelnheiten lassen sich aus dem Falle ableiten, in welchem

fiir das Argument der Ausdruck:

a™ + 0" + ¢

B = — . . . . . ‘ . (1)

i “..H
axr” -3y Ty

gewihlt wird. Dieser Annahme entspricht die Gleichung:

(a2 —a)x" + (fz—b)y" + yz—c =0

woraus folgt:
1

y=Y(z,a) = ((i‘i_ o =" tﬁ—s)

b— 3z

Man findet hieraus:

I

dy (ad—af)a™ + by — fFe " w
— = ; N(az—a) 2" + yz—c¢
= duq
n(d +pz)"

und sofort das unbestimmte Integral:
ay
ff(x, Y)Y e =
1

ab—af3) f(z ( it o z) %_
(P ")lf() ~f((r/.z—a)x'"+rz—c> x“dx—}-(l———ﬁC)f() ((az—a)x’"-}—;'z—c) ld.*c. ()]

= +1 : ~+1
n(b— fz)" (b ~p=)"
Um von hier aus weiter zu kommen ist es nothig die Grenzen des Integrals sowie auch
cewisse Bestimmungen iiber die Constanten fest zu setzen.
Ieh werde nun zuniichst ¢ = — & und y = — x setzen und unter £ und x positive Werthe

. 1 T }
verstehen; ferner werde ich durchgehends — und — fiir m und » schreiben und annehmen, es
m n

seien die Grenzen des Integrals durch die Bedingung

1 1

gegeben, dabei aber nur die, derselben geniigenden, positiven Werthe von « und y
zuliissig.

Bestimmt man unter diesen Voraussetzungen diec Grenzen sowohl des urspriinglichen als
des transformirten Integrals, so erhilt man:
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Fa=0 ==

A
o | &=()

rey=t pepae

0°(&) = oo ) M) = e

Dies vorausgesetzt gibt nun die Gleichung des Art. 28 unmittelbar:

x _1 m

{l—ﬂ

ar 1— hy" — Y
— dde / /
L g y
T IJI/ =4

Nun ist aber, nach Anwendung der jetzt cingefiihrten Bezeichnungen :

1

1
ay (ab—aﬁ’)z +9L—bx§ = )=t
— dr n . —_— X2 — fe — (2 —
= dr = (e (,c ke— (2z—a)x

wenn man also eine neue Verinderliche ¢ fiir @ cinfiibrt, fiir welche:

so erfolgt:

4y (xz—k)’"‘""—‘ { xz— 1

. — N il . n -~ _ A=
- dx mn Y —— (ab a3) S Stk bx % t (1 ) ot

Ferner ist, wie man sich auf der Stelle iiberzeugt:

—k hk—a
b — b= (fz— ). ———

(b — af) =

t+ (fk— bx) (1 — 1)

z2—a

folglich hat man auch:

xs—Ak\™
(=)
ay
/— —dx =
. dz

0

1

(XQ#Z,)’"*"_’ % ak—ax
)IL

3 ’lm n—1 ﬁ bx m—1 A
D [ (1 — i de + ﬁ_bft (1 — &) dt

az—a
0

Dic beiden letzten Integrale lassen sich durch Gammafunctionen ausdriicken, und man
findet das Resultat:
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Erstreckt sich die Integration iiber alle positiven Werthe von z, y, welche der

Bedingung
1 1

O < uxr}; + ﬂ!/;; < X
Geniige thun, so findet die Gleichung statt:

1 b}
f ( S Mt k) dz dy =

g™ + Ay — x

\

mn I'(m) I (n) cm(xz:——]c)"“*'"—l ak — ax . Ble— bx
min " Tmtn) ") (az—a)(32—b)
k

x

Die Potenzen (uz— a)", (5z— b)* bleiben, wie man sich leicht iiberzeugt, sowohl fiir
gebrochene als ganze Werthe von m und 7 reell, insofern:

ak — ax > 0 und pk — bx >0

In diesem Falle gilt also auch die obige Formel fiir alle Werthe 7 und 7.

Fiiv « = # = x = 1 erhilt man den speciellen Fall einer allgemeinen Reductionsformel
fiir ein beliebig vielfaches Integral. welche meines Wissens zuerst Lionville gefunden hat und
die spiter in voller Allgemeinheit von Schlomileh hergeleitet wurde.

31.

Minder einfach wird das Ergebniss, wenn die Grenzen des Integral constant sind. Lésst
man dasselbe sowohl nach x als naeh y mit o anfangen, setzt also:

& =0 3 §— & ) Spo(x) =0 ’ 991(17) =7

und legt man den Werth von z in der Form zu Grunde, wie er im vorigen Artikel, Glei-
chung (1) angegeben wurde, so findet man:

ye—c\" , je—et (Bz— by
¢° (z) . (a——az) ’ ¢ (Z) = (, a—az )
¢ by +e
PEY =— & . o Eu —
() =7 ‘ (&) By +r
&-m_l__c aé—m_{_ b.qn_i_c
0° 1 :a 7 51 == — —
(%) atm—7 ’ &) o™+ Byt +r

Wenn man nun die beiden Integrale, welche in der Gleichung (2) des vorigen Art. vor-
kommen, anch hier vermittelst einer neuen Grésse ¢ transformirt, fiiv welche:

1

az—a rze—c\" =
t _— xll ; x — - . tﬂl

az —a

1
- 1
z—C \™ =i
de = > (— 7 ) Lt dt
m

az —a



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 151

und wenn man nach geschehener Substitution bemerkt, dass:

1 1 l 1
a7V m g i 4 iTt !
f(l —1) Lt dt = — T (11— i f(l—-t) ot dt

wie sich durch theilweises Integriren ergibt, so wird man bald finden:

Jfa, G a =T 2t lemae]
az 2 7 : :
((l—— az) (b _,@Z)" +

1

1 (rz—»-c)77+7—1 ay—ac br—pfe %_1 L
T ooTa L T | mia—ag T n(b—ﬂz)} .f(l—t) Ct dt
(a—az)" (b—pz)"

Dieses vorausgesetzt substituire man nun die angegebenen Grenzwerthe von z und die

denselben entsprechenden von ¢, sowie auch die ebenfalls angegebenen Grenzen von z in die
Gleichung des Art. 28; setze auch der Kiirze wegen:

1 1
1

g (72—0);+;_ g ay —ac br—ﬂc}

E X —uz) bz
(=R [ m(a—az) = n(b—732)

3 ((l/? — ab) frz —c+ (as_ (l) gm n
U= i
=l )

N )

T (a—az) (b—p2) [

Dann wird man nach einigen nahe liegenden Umformungen erhalten:

fdx/ (ar"“i‘b!/ + ) y

a-— uz

ar™ 1 By 47
by 4o nE"'+17"‘+" n;-m_*_,.
9 - 7l+r asm_r?7n+r a:/u+r 1
L)
- A Z . e — Z . Iz - Z . f(2) dz
w7 Iw(’l‘""'l’) ( f( ( f(‘) ‘ f( )
n n
7
".‘W.’ "'_{"_4;? b= 7" af™ + 07"+ ¢ 2% em
R A T Ay T, )
= - o ) f(.,) d:. [V+Z (I—o)" ¢ dt] + [ f(2)dz . [U+Z (1—¢" ¢ dt]>
m—4-n \
e [ 2
[AAE 0 atM— g
A" +r at™ +y

D1e Integrationen naeh ¢ lassen sich unbestimmt ausfithren, wenn entweder - oder - + =
oder - cine ganze Zahl 1st. Es versteht sich von selbst, dass man fiir gebrochene VVerthe von

m und n, die soeben erhaltene Gleichung und die ihr zu Grunde liegende Transformation
durch die Verinderliche ¢, nicht anwenden kann, wenn die Coéfficienten so beschaffen sind,
dass einzelne Bestandtheile jener Gleichung imaginir werden; man muss dann, um das Ima-
ginire zu vermeiden, eine andere Transformation zu Grunde legen.

L)
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-y
(S}
o

Sind speciell « =0 , g =0, 7y=1, ¢ = 0, so wird

1 1)t
Z = | —4-- — , U=0 , V7=0
mon LY
a"l [’Il

und es ergibt sich fiir diese Annahmen:
I
mna" . b" .fdx [f (ax” + by*) dy =
0 -()

al™ g™ 4 by /
1, 1, 1 1,1

16 16 T A ) e — 2"
I(m n) a
0 [

0
at™m iyt
al™ + by 5 alh 4 py B
..]<+l__1 e == . ! d_ R
+ e }(' (Z) sz f (1 o t“)m fll‘ + amn (.,) (].4 7 (1 . t) m (Zt
L2 Q
ac™ 0 ty 0
Es sei noeh specieller
f=occ . =00

so erhilt man die, meines Wissens zuerst von Raabe gefundene G]elehlmg

) 1 1
/(Zx/\f ((lﬂ,"u + byn) (]y — _._1 T (u) / B 5 L (’3) (.[z
“ 0 mn an br m

Soll diese Gleichung fiir alle moglichen positiven Werthe von m und » gelten, so miissen

offenbar die Coéfficienten ¢ und b positiv scin.

Einer der Fille, in welchen die vorhin erhaltenen Formeln wegen darin vorkommenden

imaginiren Bestandtheile unbrauchbar werden, verdient niher in Betracht gezogen zu werden
es seien die Grenzen beziiglich der urspriinglichen Ver-

Ich werde dabet annehmen,
z dieselben wie im vorigen Falle. —

dnderlichen z und y, sowie der neuen
Geht man nun aneh hirer wieder von dem Ausdruck

1
j:f (.L }7) (Z—).' de — %'—‘ﬁa . £[((L—az)x7lx+ﬁ_r’?]/z
m-4n L+1
("'—(la‘)(ﬂz_b)n

1 — ac b "
oi ay ac 7’ ,90 }f((a———m?) 2 + C_rg)" (Z.L'

4 m(uz—a) = m (,9,. — b)

+ ——
m-f-n o
(}9., b)n
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aus, setzt zur Abkiirzung:

T — m ay —ac by — e
(B b) {fm (az —a) n (B2 —b) }

und legt den beiden Grossen U und V dieselbe Bedeutung bei, wie im vorigen Artikel, so
wird man nach einigen leichten Umformungen zu der folgenden Gleichung gelangen:

d f (ax {—byi)d L
[ [ )

n,_m_,. b.,n+,.

= =1

- ;_1 ﬂf"-l—r = ;
T. f(2) d/[(a——av) x"‘—l-c—;u dz + f(z)dz [ a—az)x -;—c—rz] dx é

m—l—n
]
aE™ - o - by e ((ﬁ:—b)r)"ﬁ-r:—b)"‘
1 as"+r 1y St +r a—as A g
n n
g J(2)dz [U+ T [(a—az) x" 4+ c—rc] de |+ [ f2)dz\ V+T [(a—az)w”’ + c—rz] (]33]}
m—+4n
af™ 457" o 3 aEM 4By 4 o oo
af™ 5" +r at™ 43y

Vorausgesetzt nun, es seien die Coéfficienten so beschaffen, dass die Ausdriieke:
ay — ac \ afp— ab \ cf—rb
insgesammt positiv sind, so wird man stets reelle Formen behalten, wenn man auf die vier
Integrale naech z die folgenden Transformationen anwendet.
Bezeichnet man zur Abkiirzung jene vier Integrale der Ordnung nach durch 7, /,, 4, 7,
und setzt man in erstere

1

H—@ 1 (rr—e\* —(X+1
b= = ag= " 3 i ==t — —(I——) Ny (’” )dt
@ === m a—az
so wird man finden:

1 1

—t——1 1 1 11
. z—e)® 7 ——1 — =+
z,-:.—(—r——)——l— .f(l—z)” o) g

m (a—azz)71 0

oder

1 1 P
Gemgn T e TG MG

= — . —

m (a— az)% sin (E + %) f(m w

Mittelst derselben Transformation erhilt man ferner:

1 1 ye—r —m
PO m+a L u—-a.:'E _1_.__ L .1_ l
= + re—2) - - 1—o" 't (s de

l)e’nkschrlften der mathem.-naturw, Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtm{tgliedern, u
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Behufs der Transformation der Integrale 7, und 7, setze man:

1 1

;) — c—1z AL 1 fe—yp2\" (1 w T de
T (a—az)zmfc—yz g o m \a— az i T

so ergibt sich in ganz analoger Weise wie ¢, der Werth:

1 1

c_rz)z'h_z_‘ sin% [*;1‘_ [(%)
(

Z'-z p— “' —1_ < B p - . [‘(l_{,__l_
m(a— az)™ = (Tn_i_:) m
und sofort auch:
14, o, —n
— )™ 7 ﬁ:—b/ l_ - i ]_
Z;:.-— (_C__r—)_]__ (1 __t)m g 7 (m+n) dt

m (@— az);

Setzt man nun der Kiirze wegen:

S =

1 ay —ac cﬁ— b
(a__az)]ﬁ (ﬂZ—b)% [m():l—az) n (ﬁz_rb)]

und substituirt fiir 7, 7,, 7, 7, die so eben gefundenen Werthe, so wird man zu der Gleichung

3 7
d’l,’f (am +byjc) i
[ | f ax™ By -y 4

ab™ 4 ¢ byt e

gelangen:

at™+ y 1 1 Aty 1 1

f(2) (;’z—c);;‘Jr » ' 8. de—sin % f(z) (c——;‘z)T" -G

! 1) MG, =

(ntmysin(E+5) " T

n

s B
atm by e yz—¢c
—m
1 a3ty 1,1 e Iy (L4
— o) #EQ{U—8. Ge—g" . “_”]‘Q"M%
aé"’l+r
ag™+y
Moy + - ——
Z —n
1 at™ gyt +y i+l_1 ,‘1:—-1;77 Ly ——(i+l)
T, dzf(z){V—J,—S.(c—rz)’" A 11— ¢t "Ndt
2AE ’
A+

In dem speciellen Falle:
G ), =3 (), F = o =1l

muss, damit die riicksichtlich der Co&fficienten gemachten Voraussetzungen stattfinden,
angenommen werden, cs sei b an sich negativ. Schreibt man daher — 6 fiir 6 und betrachtet
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dann b als positiv, so wird man nach einigen sich leicht anbietenden Reductionen die folgende
Gleichung erhalten:

/‘ dx /nf (ax" — by") dy =
K

=)

a& by’
1 LSRN : 1.1 A e
e —(f")l (1") sin 2 f T T fe)de - sin L f 2T f(—9) de
mna” b" sin(%+§) I (n7+n) / 4
ag™ —by ;:Z"’; byt —at™ j/n |
Y 1,1, 11 1, (1,1
A i ds  —g @ gy [T g [T )
mna® b e/ . A "
ag’ &y

Macht man die noch speciellere Annahme, dass & = 0o, 7 = co sei, so wird man haben:

0/ dxtuff(ax’"——by") dy =

1 ]‘i [' s ( : A48 i 1
e — &%&%mﬁ 2 T ) de +sin E f 2n T T f(—2) de
mna™ b" sin(f+ 5) I(Tﬁ n) ( :
m n o A

Diese letztere Gleichung ist, so viel mir bekannt, zuerst von Raabe gefunden worden.
(Crelle, Journal Bd. 37.)

Diese besonderen Fille mdgen geniigen, um den Nutzen der Gleichung des Art. 28 fiir
die Reduction doppelter Integrale auf Quadraturen zu zeigen.

33.

Die folgenden Anwendungen werden die Allgemeinheit des Theorems in Art. 24 in
grosserm Masse als die bisherigen in Ansprueh nehmen, indem darin gleichzeitig zwei
neue Veranderliche zur Transformation verwendet werden. Ich werde dabei die Function
unter den Integralzeichen als abhiingig von zwel von einander getrennten Ausdriicken, —
die ich der Kiirze halber Argumente nennen werde, — voraussetzen, und fiir jeden der-
selben, als gegebene Funection von @ und g, eine neue Veriinderliche einfiihren.

Um hierbei mit dem einfachsten Falle zu beginnen, will ich annehmen, die Function
hinge von den beiden Ausdriicken:

ar + by , ax + fy

ab, und es seicn die Integrationsgrenzen durchaus constant, nimlich &, und ¢, nach z, und
7, und 7, nach y. — Setzt man nun:

ar + by = A . oxr + By = p

n*
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so folgt:
N PA— bu uk—ap
S o = g 3 y= Y= o
und
A—_ L1
ab——-aﬂ
Auch findet man:
B ab—af o Pa—ba
/"-0———31'!“ 5 & ) M :;)‘+ _‘—_~70
B b —af a Ba—ba
[ = ZA -+ —b——él ’ /"'1 = g)‘ == . /it
und sofort:
Ay = a&, + Z”?o y A= a& + 5770
A = a, + Z’771 ) A = a + 6771

Dies vorausgesetzt, geht die Gleichung (III) des Art. 17 iiber in die folgende:

fda:ff(ax + by, ax + By) dy =

&
aky+ b -;+“ﬂ— aky-+ by Y _A+a,9—ab
pra— d/l/ (4, 1) d/L-I—/ / (A, 1) d,u+/ di Ay ) dp
aky+ 7y : ab—‘a#E‘. &y + by pNa _"; ok, -+ by, 'l"—aﬂ

Diese Gleichung liefert eine zwar nur specielle, aber immerhin bemerkenswerthe Veri-
fication der allgemeinen Transformationsformeln, wenn man fiir f (2, p) cinfach den Werth 1
setzt. Man gelangt dann in der That auf cine reine Identitit.

Un eine der vielen Anwendungen, welche sich von obiger Gleichung machen lassen, zu

bemerken, will ich annehmen, es sei:

=20 ’ 70 =0 ) § = o0 7 = 0
Dann erhilt man, wie leicht zu sehen, die Gleichung:
oo oo o 2,
/ di / flaz by, aw = ) dy = ——— [ ax [ £, ) dn
a —(I‘A/
Q(\ 0 il
[
Es sei z. B.
h A
— _+ - L
J(hp) =e o)
s0 1st:
oo
(11: ~|—ln/ . 3,5 5 a an '
(};% =+ ) (o + o) dy — k »’ij_lﬁ_ (0-&(1-4»/,/.)_ e—a_k(z +/.1.))
ub—ap | 2+ Lk
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Setzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung:

= hkx
so geht sie iiber in:
o0
2 dx [ ety ety
| ——— e —e
2 (ab—af)) a1
0

Bezeichnet man nuu, wie seit Bessel’s Vorschlag iiblich 1st, den ,Integrallogarithmus®

o0

d

fe—"(l'Fl) e :C_ = — (e—r)
14

0

so hat man das folgende Resultat:

/‘dx/e_(uh—w‘-w“L“:M)(”“Lﬁy) dy = 2'(abk— 3 { [ (e_%h) — & (e_éh) %

welches auf anderm Wege weniger leicht zu finden wire.

Nimmt man an, es sei gegeben:

S (4 )

lr—l ‘us——-l

EY

so folgt:

o0

o 'f,* .
L (ol PR Jrta—1 )
/ d)\/\f()\, ) dp = - 3(;) - }/ L+ 2y
4 ‘3). 0

und man hat daher die Gleichung:

fozlx ‘m(“x"l"by)’._l (aw—liﬂ!/)’_l = 1 . (ab) — (aB)’ . I'(r+s) C(,l_,._s)
3 (14ax—+byr sa® b ab—aj T

0

Damit dieses Doppel-Integral einen endlichen Werth behalte, muss, wie man sicht 2 > » + s
sein.
Nimmt man ferner an, es sei

so folgt zunachst:

: PR
/dﬂ/f (4 1) dp = —/i"“‘ (e Qg “) da
0 3 0

und man hat daher nach Ausfiithrung dieser letztern Integration das Resultat:

o0

fdxf(ax _+_ by)ﬂ—l e—k(ar-{—ﬁ!/) dy . I’()z) . (ab)"-—-(aﬂ)'l

e ]cn—f-lan‘gn ab__aﬂ
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Wenn in den beiden letzten Fillen ¢ = @ und # = 6 wird, so erscheinen die ent-
sprechenden Resultate rechter Hand in unbestimmter Form. Nach bekannten Regeln erhalt
man jedoch sehr leicht ihren wahren Werth, nimlich:

. i -~ (az -+ by™—2 __ I'(m) ['(n—m)
f e (1 + ax + by)* ¥ = ab . ['(n)

o = (%)
J / 2 byt e—Hklastr) gy — 0
/ ® ) lew+ by Y=
0

wobei m fiir » + s geschrieben wurde.
Ieh will sehliesslich annehmen, es sei:
in k2
fpy =2 oo

so wird man mit Beniitznng bekannter Formeln finden:

/‘d /‘ sin & (ax + by) g% (0s+ 1) iy — _1_ . 1 o (ub—aB) 2k
ax + bJ x  ab—afl a3x’ + abk?
Daraus folgt, wenn man x = 0 setzt:
/o;x /“sm k (ax—{—by) e 1_ e
. / ax + bJ ko ab

Diese Gleichung, welche cine gewisse Analogic zu der bekannten Formel:

o0

in k&
/’sm ac([x:

x

| A

0

zeigt. stellt den Werth des Doppel-Integrals als dem Product der Coéfficienten ¢ und 4 um-
gekehrt proportional dar, was beim ersten Anblick wohl auffallen mag. Dass aber in der
That jener Werth um so grisser werden muss, je kleiner ¢ und b4 sind, ergibt sich bald aus
der Bemerkung, dass « und y von Null angefangen, ein schr grosses Iutervall von Werthen
durchlaufen miissen, ehe der Bogen k (ax + by) den Werth = erreicht, der Sinns desselben
also negativ wird, und in das Integral negative Elemente eingehen. Das Integral umfasst
also einen mit abnehmenden Werthen von @ und &4 sich rasch ausbreitenden Umfang von
lauter positiven Elementen, die fast insgesammt viel grésser sind, als die spiiter eintretenden
negativen, nnd daraus ldsst sich das unbegrenzte Wachsthum des Integrals, welehes mit der
unbegrenzten Abnahme der Coéfficienten ¢ und 4 eintritt, hinlinglich erkliren.

Setzt man entweder £ = 1, oder, was auf dasselbe hinfiihrt, z, y fiir kz, ky so erhilt

/ / sin (rwc—{—/u/) 1
ax —+ [)l/ dy = ab

marn:

u. s. f.



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 159

34.

Die vorhin entwickelten Formeln lassen sich noch betriichtlich verallgemeinen. In der
That, es sei:
ax™ -+ by" = 2 : ax™ + Byt = p
s ot
o) fo]bt .

; ﬂ)‘ i bﬂ mn
@ = oy = (g;ﬁ

1

ak —ap "
y=Yy,»= (g_ ﬁa)
und
1 1 —l——l l_l
A= —. o (h—ap)*  (bp—pA)"
(ab—aB)y» "

Riicksichtlich der Grenzbedingungen werde angenommen, die Integration habe sich iiber
alle diejenigen positiven Werthe von x und y zu erstrecken, welche mit der Ungleichheit:

O < flfl'm + ﬁyn < 2z
vertriiglich sind. Dann folgt:

Ply=0 ¢‘(x)=( 3 )

x m
50 0 ) 51 = (Z)

und hiernach:

fo = g ! W= Z— 2
P! ﬂ At ab—aﬂ , p = x
woraus sich sofort die weiteren Werthe:
A= 20 5 )\012%)0
/110_:(_1;)( , /11‘:2):
a a

ergeben. Dies vorausgesetzt substituire man diese besonderen Werthe in die allgemeine Glei-
chung (VI) des Art. 18, so wird man, ohne weiterc Umgestaltungen direct erhalten:

] f (@ by, w0 1 py) de dy =

—17 . /‘(7/1/ al—a)u . (bp—,?/l);—l S (A ) dy
nn (”b_aﬂ)m ;
1 7 Y
T oo /d’l/ ﬂ/l—bll Aap—ad)t . f () d
(ﬂa—ba)"‘ n
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wobei das urspriingliche Integral auf alle der Ungleichheit

0 << ax" + By* << x

entsprechenden po sitiven Werthe von = und y sich erstrecken muss.
Diese in allen Theilen symmetrische Formel besitzt einen erheblichen Grad von All-
o . g . . . i 2l L . < -
gemeinheit. Ahnlich wie 1m vorigen Artikel, kann man die entsprechende Formel auch fiir
den Fall constanter Grenzen herstellen. Sind dieselben 0 und oo, so ist:

f dx f S (ax™ + by, ax™ + By*) dy =

1 1 l-—l i-l
e ./d)/(al~a/;) o (bp—=pAn L f (A ) dp
(@b—afym

Man kann leicht bewirken, dass auch auf der rechten Seite die Grenzen constant werden;
setzt man niamlich

= 1p
wo p eine von A unabhiingige neue Verinderliche bezeichnet, und dndert man nach geschehener
Substitution rechter Hand die Integrationsfolge, beziiglich A und p, so wird man finden:

/ dx / J(ax™ + by', ax™ +— By") dy =

a 1 1 Nl 1
! 1 it . wta=t o, -
Lo e T T [T g
' (ub — aﬂf‘ taT e :

i 0
b

_ - . . 1 1 ..
Setzt man hierin z und y fiir ” und y*, und schreibt man dann iiberall -~ und . fiir m

und 7, so nimmt diese Gleichung die etwas einfachere Form an:

fdx [f (ax + by, oax + fy) . 2" ' y" T dy =

Q
— ~N
a

. 1 m — m+n —1
@i - ] @ erT p—f T dp [ AT (3 )

(3
0

e

Beispielsweise sei:

FQop) =S + ) =F[A(p + 1]
Aus der am Schlusse des Art. 31 angefithrten Gleichung ergibt sich dann der Werth
des Doppel-Integrals:
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= 1 I'(m) I'(n)
(ra+ca)” (yb-+cB)* = [ (m+ n) A

gntr=1 f (2) dz

und da:

1
(ep+r)t”

.fzm+"~1f(z) d

0

[ Gy ) dn =

so findet man nach einigen leichten Reductionen:

a

/““—aﬁ)"—%bp—ﬂ)“‘ld ___(@b—apymtr—t  [(m) ['(n)

(@trrt P (e Grtfer Tt

LR

Setzt man hierin ¢ und b fiir — und g, so ergibt sich hieraus:
a

f?a~p>"—l (==t (a=brtrmt  L(m) L(n)
(c+p)ymtn P (e (b4 = ['(m-+n)

Firp=06+2 , a—b=1 , ¢+ b= a folgt die Gleichung:

(x4 a)m+n = (14a)yar ~ I'(m—+ n)

flxm~1 (1 — a1 1 I'(m) I'(n)

welehe zuerst von Abel bemerkt worden ist. (S. Abel, Oeuvres compl. T. I, p. 95.) Eine
andere Bedeutung als die einer einfachen Transformation des Euler’schen Integrals erster
Art hat jedoch diese Gleichung nicht, wie man sogleich sieht, wenn in der Formel:

1

I'(m) I'(n
ft"'—‘ (1—or—tdt = _—_1’((7734.;2))

0

die Substitution:

G , de=UE9% g,
z 4+« (x4a)

gemacht wird.
Nimmt man an, es seil

fow = F(L)

und bemerkt man, dass:

‘/Am*‘"“’f(/l, ) dA =T (m+n) . F(p)

0

so ergibt sich die Gleichung:

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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a

ax 5 ax 4 3 21 n—1 f(m—{—n) ) D= =4
/;ZJ b=t 2)  F (am + bj) YT dy = (ab—aﬂ)n.+n_/z”-_af’) "(op—p) Fp) dp

Schliesslich will ich annehmen es sei:

o

7

Y2
A =
S % (L2
Dann wird man weiter finden:
e ekl § o8
(14 az+by)y t+°

a

1 ['(m 4+ n+2) I'(s) ) n—1 m—1 »
(_’;_br“‘aﬂ)m'*'"_’ " ImAntr+s) -/(a—ap) (bp--ﬂ) P dp

>|xe

39.

An die Stelle zweier linearen Verbindungen der Veriinderlichen z und y mége nunmehr
blos eine und das Product der Verinderlichen treten, so dass das gegebene Differential:

1 yn—lf (ax ;l_ [)y, .’L'L?/) dx dy

sei. Fiir manche Anwendungen, von welchen spiter die Rede sein wird, ist es zweckmiissig,
jene Ausdriicke durch neue Veviinderliche in der Art zu ersetzen, dass man annimmt:

ax 4+ by = 22

zy = Xp
Aus diesen Gleichungen folgt nun
141 —abu
=t 1=y
a

1F 1/1 —abp
— )\ ———
Y b

und es tritt hier der friither ausgeschlossene Fall ein, dass zwar A und g durch x und y, nicht
aber umgekehrt z und y durch 2 und g vollstindig bestimmt sind. Hinsichtlich der Doppel-
werthe von  und y sind daher die am Schlusse des Art. 24 angedeuteten Betrachtungen an-
zustellen. Vor Allem bemerke man, dass

dx _ b dy ak
_—= f ——— ) —_ = i S
dx _ 1xy1— aby dy 1F ‘//1,,_ aby

—_— — I} = =

dA a dA b
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und also:
A
]/1 — aby

wobei die Doppelzeichen durchaus correspondirende sind. Das gegebene Differential erhilt
hiernach die Form:

A=

n—1

w1 p—
— {1 F Y1 —abu } {1 + VvV 1—aby (24, Xp) dA dpe
an—1 =1 /1 —abp

Amtn—1

Fiigt man hierzu noch die Gleichungen:

az b by
1+y/1—abp o l?‘/l——aby
ax by
a7t g1

welche sich aus den bereits angefiihrten unmittelbar ergeben, so iibersieht man auf der Stelle
den Zusammenhang der Werthe von @ und y, welcher bei einseitiger Anderung von y oder
von A stattfindet. Betrachtet man nimlich y als Function von z, so ergeben sich wegen des
Doppelzeichens zwei Zweige derselben, welche sich in einem Werthe nur dann vereinigen.
wenn, fiir ein beliebiges 4, die Gleichung 1—aby = 0 stattfindet oder also
1
L == —
/ ab
Die Grenzen des vorgelegten Integrals scien constant, und zwar die unteren Grenzen
gleich Null, so dass man es also mit:

fd:z:foc’"‘1 y' = f (ax 4 by, ay) dy
0 0

zu thun hat. —
Beziiglich des Doppelzeichens, womit der durch A, p dargestellte Differen tialausdruck
behaftet ist, bemerke man nun vor Allem, dass an der Stelle, bei welcher die Doppelwerthe

. . o . 1. . oy a
sich mit einander vereinigen, also fiir p = =1 die Relation ez = by stattfindet, mithin y == e
a

wird, und dass es daher zweckmiissig sein wird das Integral in die beiden Theile:

[

zu zerlegen, und jeden einzelnen zu betrachten. Tndem man von einem dieser Theile ausgeht,
kann man entweder das obere oder das untere Zeichen wihlen, muss aber dann an allen Con-
sequenzen, welche sich aus dieser Annahme ergeben, durchaus und namentlich auch bei dem
andern Theile des Integrals festhalten. — Tch will nun das obere Zeichen wihlen, und von
dem erstern Theile ausgehen, so dass:

£

[x"’—l ¥~ f (ax + by, xy) dy und fdxfw”'—l ¥ f (ax 4+ by, xy) dy

0
—Z
b

&
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14y 1—abu 1—y1—aby
r (20—azx) y (22— by) A
e A Y
a V1—abu

Vor Allem handelt es sich nun um die Grenzen g, s, 12, p' und 2,°, A}, 2% A,'. Bei der
oben getroffenen Wahl des Zeichens existirt offenbar kein Werth g = p,, fiir welchen
x = & = 0 werden konnte. Dies wire zwar der Fall, wenn zugleich auch A = 0 gesetzt
wiirde, aber es liegt in der Definition aller Grossen g, p,, p°, 1 dass sie den betreffenden
Gleichungen Geniige leisten miissen, welchen Werth man der Verdnderlichen A beilegen
moge.

Dagegen erhilt man nun fiir x = &, = ¢ den Werth

£(2A—ag)
H = “—bp—g‘
Fiir y = », = 0 sieht man ferner, dass
p =0
sein miisse.
Was nun aber p' betrifft, so hat man nach Art. 24 hiefiir die Gleichung:
Y=¢'(d)
oder also im vorliegenden Falle:
1—y1—aby @ 14 y1—aby
A — - = A, ——

b b a

oder
VT —ap =0

woraus folgt

1
1 —
"= ab
Fiir 4, hat man die Gleichungen:
14+ 11— — 11—
0 — ) 4+ V1 —aby ! 0:21 V1—abu
@ b
woraus nothwendig folgt
y— (0
Fiir 2,' bestehen die Bedingungen:
1 1—ab R -
iy T L ) 551(50)2150:0:)‘__‘__2‘
a b b
woraus folgt
()
_ Fiir 4 hat man:
e e
E=/1.+] aby 7 0_~1 V11— aby
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welchen beiden Gleichungen nur dann gleichzeitig geniigt werden kann, wenn man:

A= % und ' =0

setzt.
Fiir 2,' endlich hat man die beiden Gleichungen:

) Al—l—]/l-:abfz bA1+1/1':a’1{,2 Al—]/l—ab,u
AT ’ « T« T T

a 1 ___ d ) S—

geniigt. Setzt man diese Werthe in die Gleiehung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich:

[dccfb Sflax 4+ by, xy) . "y~ dy =

— f RS 1d/lf(lJrl/T_Fﬂ)’" PV T— by LER RS g,
a™— lbn 1 ‘l_ab#

(1)

o e(u of)
1 SN — 222
/)m{—?z 1(u[ (1+‘/1_a1)#) 1(1-——]/]—~abﬂ) ‘fL #Zd
V1—ulbp

am 1 [)n 1

n

|;|“'

ab

1 N
Da fiir p = — die Wurzelgrosse V1 — aby dureh Null geht und ihr Zeichen dndert, so

ist fiir den zweiten Theil des urspriinglichen Integrals das untere Zeichen jener Wurzel zu

Grunde zu legen, also nunmehr zu setzen:

1—y/1—abu 1+ /’i_—_cz_l;;:
:v:/l—«———‘a , y:/l»—‘b
A
= T T ]/l—ab,u

Bestimmt man die Grenzen des entsprechenden transformirten Doppel-Integrals, so erlangt

man auf durchaus analoge Weise wie oben, die Werthe:

. __ E(@Ri—ap) o 1 .7 (22—by)
/lo—o y #1—_[)/{2— s /"—E y = Tt
und ebenso:
1 b
A =0 Mo = = — ?77 to = 0
ag + by L 4y

)uO:a: 1_0:— 5 Alz a =
1 s ) 1 - ’ 1 9 ? 1 ((IE—l—b?[)g
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Setzt man nun auch diese Werthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich:

: 7
fdx [f (ax + by, xy) . "'y T dy =

e = 24, u)
Jnbn= lcu[ 1—VT—aby)" ™ (1 +V1— R
+ am—1 bn— f ( ) ( + ) ‘/l—abﬂ /’L
me— o 2 2
B 1[ o= Id/l[ (1 —VT—abp) " (1 +Vi—apy L8220 0 ()
] l—-ab/z
77(2/1 bv)
af+ by £(2A—ad)
1 [ 2 . ad? S -, e )2#)
B e 1—V1—abp)" ™ (1L V1—abp) 2222
+ am—lbn—l.’: ‘r/(;) b() ) ( ) ]/l—ab,u /l
aA?

Addirt man die beiden Gleichungen (1) und (2) zusammen, so stellt die Summe das ver-
langte Doppel-Integral dar.

Es ist leicht dieses Resultat in einem gewissen Sinne noch zu verallgemeinern.
Denkt man sich niimlich unter den Integralzeichen an die Stelle von f (ax 4+ by, xy) iiber-
Lhaupt nur £ (z, y) geschrieben, so hat man in (1) statt £ (z, y) zu setzen:

14y 1—aby 1— ]//]—:(;b/:
.f { )‘ a ’ A b }

in (2) dagegen:

fg)\l—]/l——ab/f ) 1+]/é—abp}
a

Sonst aber @ndert sich Nichts.
Ich hebe die folgenden besonderen Fille hervor. Es sei ndmlich

m =1 , n =1

Dann erhélt man aus (1) und (2) nach einigen Umformungen:

[dx /f(azJ—bJ,rrJ) 2yt dy =

by,

/ i /“f@) 1) s /‘?)‘d)kf“”f(‘w ) 7

Vl—ab)a . V1 (L[)/L
lE+67 1 nE+l’r ([)
ab ‘)) } ' 2
%/ i ACL YR [ )d;/ UACLLIVNP)
‘/ 1 —-ub/z . (u 17)‘ 1— (I[)/l

IA
Iis seien ferner in (1) und (2):

B 00 ) 7 = 00 ! a und b positiv,
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so crhilt man, wie leicht zu sehen:

f dx /x”’_‘ y ! fax - by, 2y) dy =

;_____\/\)m-{—n ldxf Vl~—ab,u)m l(l—“‘/lf /l)" 3f(~/ );l)d

an—1 bn 1

Vl»—abp
(1)
a—b 3 7 \m— n— 27A
i ,;:'ly.——lf A TAE d}\f 1+ Vl——abp) "1 + V1—aby) ™" ACE R dp
4 4 Vv 1— aby
Setzt man hierin aneh noch m = 1, » = 1, so erfolgt:
oo o o0 ab
fdx [f(ax—l—bg/,xy)dy:?[kd/lf LA U, ey L)
f < - ‘/l—ab,u

36.

Die zahlreichen Anwendungen, welche die beiden zuletzt angefiihrten Gleichungen
zulassen, sind von besonderm Interesse, weil sich aus ihnen nicht nur bereits bekannte son-
dern auch mehrere bemerkenswerthe neue Resultate ableiten lassen.

In (II) setze man:

[ (ax + by, xy) = e—*Y= . sin (ax + by)
und mache zugleich die Integration in Bezug auf 4 zur ersten so wird man finden:

fdxf:c’"_‘ Yy~ e—kYey | sin (ax + by) dy =
0 0

oo

1

1 a! -

d —
m - 1 n’ Tf (l -L ‘/] —'ab/l)m— (1_—‘/1_666/1)"'— tﬁ__—fxm—*-n—l e_‘kl V‘U' . Sin QA dA
G 0 V1—abyu

1 ab N _—
I m_,—-;;:;f (1—1/1 —-abp)"* (1 4 l/l——abp)"_ —fl"‘*” 1o~k Yy | sin 24 d2A
= b ]/ 1—aby

0

Fiihrt man die Integration beziiglich 4 nach der bekannten Formel von Euler aus, so
ergibt sich:

fdxfw'"" y* =t e—+Vey | sin (ax 4 by) dy =
0 0

ab

sin {(m-+n) arcty 2 _l

I'(m~+n % Vi) R

a(_b_% / = [(1 + V1—abp)" (1 —V1—abp)
(Fut+4) * Y1—abp

+ A —V1—abp)"" (1 + V1 —abp)y ] dy
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Auf ganz analoge Weise erhilt man auch:

fdxfx’"“y““ e—kVay | cos (ax - by) dy =
0 ]

1

« cos {(m—{-n) arctg e
Lmn) / — V} [0+ Vizab = (1 VT —abpy—

am—l bn -1 m+ n

(Ep+4) * Y1—abp
+(1—V1—abp)~ (1 +V1 —abp)" ! ] dp

Man sieht hieraus, dass jedes dieser beiden Doppel-Integrale sich vollstindig finden
lasst, wenn m und % ganze Zahlen sind, und dass jedenfalls das Differential beziiglich p alge-
braisch wird, wenn wenigstens m -+ » eine ganze Zahl ist.

Angenommen es sei m =1, n=1, so folgt:

oo / dl
d f —k‘ny by = Sl"f — ‘ﬁ/’——
/m e sin (az + by) dy = Vi—abp. (4 4 & p

oo 1

- - @ k4 d
dsvfe—“/”y cos (ax + by) dy = 2 0# e
,/0[ ( T J) 4 ‘o/‘ (Fp+4)° V1—aby

0

Setzt man in der erstern Gleichung:

2 s 7 2¢ dt
— = [/ (/ _—m
1 b ; b= T —ary
in der letztern dagegen:
2¢
1—abp = ¢ ) dp = — — dt

so gchen die Integrale rechter Hand iiber, resp. in:

/N 9 dt N =
. 4 4 ab-L k%) g2y 3
A LR RS T £ (dab A7
und
1
5 / B—dab—k¢ . 3 N k log VE+dad + &
) R dab—Eey T By dab B D —
e ) +4a (B Lab)? S YELab
Dies vorausgesetzt hat man also die beiden Resultate:
SR 9 7k
/(lm/ e—*Vey | sin (ax + by) dy = —L—-;
o o (R +4ab)®
e o3 - 4 2k 1//1 +4ab+k
dx [c—" Viy cos (ax + by) dy = — log

"o =g (% + 2 ab)-
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Die erstere dieser beiden Gleichungen fand meines Wissens zuerst Cauchy; beide
sind mittelst ziemlich verwickelter Reihenentwickelungen hergeleitet in einer der Noten zu
dem ,Mémoire sur la théorie de la propagation des ondes . . . * (S. Mémoires présentés
par div. sav. T. I. 1827.) Um seine Form zu erhalten braucht man nur ¢ =1, 6 =1,
und 2 £ fiir & zu setzen.

37.

In der Gleichung (III) des Art. 35 setze man fiir f (ax + by, zy) einmal

- kY zy k
—xVay | &‘-ﬁ cos (ax + by) und dann e Vay £02 7 ‘ xJ

‘/ xy ‘/ xy
so wird man erhalten:

sin (ez + by)

I o0
Iy @y “
[dm[ —xVay sngyey . cos (ax + by) dy = 2 /—_—('u—— /e—" Vi sin kaVy . cos 24dx
Vay “ Ve V1—abu -

oo oo B A / a]/, d o _ _
fc]x/e-—ery. c—os—ﬂ . sin (ax + by) dy = 2 ——_—’/u—_.fe—"* Ve, cos AV p . sin 24dA
S Vay S Ve Y1—ab .

Nun ist aber:
3 o | 1 (2] '*l— 3 I == ‘3
e~ cos aA sin A d) = — { — }
/ g 2@+ +r  (e—a+r

0

folglich kann man die beiden auf A sich bezichenden Integrationen ausfiihren und erhiilt:

i e
/dx[-‘v e ‘xl/co% (ax + by) dy =

Vay
R
S oVVTI— @ LGyt e (Ve A

und ebenso:

/dx [e—“’“ ﬂ‘—/ﬂ sin (ax + by) dy =

[“ i { EVet2  kyYe—2 }
Ve Vi—abp CEVa+2 42 (kVe—2)+xn

Wie man sieht, konnen nunmehr auch die Integrationen beziiglich p vollstindig aus-
gefiihrt werden. Beachtenswerther als die hierdurch sich ergebenden sehr weilidufigen Resul-
tate ist jedoch die Erdrterung des besondern Falles, welcher der Annahme x=0 entspricht.

Der erste Theil der Integrale rechter Iland ist alsdann:

1

/‘ab dﬂ ]
J evVeto) Ve Vi—an

Denkschriften der mathem.-naturs, Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern, W
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Dieses Integral hat stets einen bestimmten Werth, welcher sich leicht finden lisst, wenn
man etwa setzt:

= 4 du x*— 4 ab
Vli = 21 dad s =i =1 O, L dabr
x4+ 4da Ve (* + 4 abd)
Es folgt alsdann:
— xt—4ab - 2(x* + 2 kx + 4 ab)
— — . 2T b 9 — - ¢49)
V1—abp = o da EVp + e
so dass das Integral iibergeht in:
2V ab
4 dix
f a2 ke + 4ab
0
2 k
= ———— arc cos —— , wenn 4ab— kK >0
Vidb— 21/ ab
I (b yF )
:T/L —— 5 log = -, wenn A*—4ab >0

Der zweite Theil der auf p sich bezichenden Integrale unterscheidet sich vom ersten
nur durch das Zeichen von k; er ist

2¥ab y
€X
4/ Ty e
2 — 2 ke + 4 ab
0
und zwar in der ersten Gleichung abzuziehen, in der zweiten zu addiren. — Der Werth
desselben 1st
2 =
— . arc cos —— , wenn 4ab— K >0
‘/ dab— k& 2y ab
1 k— VP —4ab) .
= ———+——o ( L i ) ., wenn A*—4ab >0
.‘/x k;: R (L[) 4 ab

Verbindet man nun diese beiden Theile in der angegebenen Weise, so ergeben sich die
folgenden Gleichungen:

= T sinkyey 9 i ) .
dg,j — = cos (ax + by) dy = — —(‘2 arc cos — ——7:) wenn 4 ab—~L >0
f V @y (uz - by) dy Vdab—17? 2y ab ’ .
1 4+ vE—4dab
== 4——[;1 g ( +llb 7 ! ) , wenn A* — 4ab > 0
Vie—da @
S k { 2 ~ o
fda,f cos »‘_ “_{ sin (ax -+ by) dy = ——— — wenn 4ab— A >0
Y xy Viab— £k
=0 , wenn A*—4ab>0

Die Resultate der letztern Gleichung, wonach das Doppel-Integral eine discontinuirliche
Function ist, fand zuerst Cauchy in der erwibnten Abhandlung, ebenfalls mittelst unend-
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licher Reihen. — Sehliesslieh noeh die Bemerkung, dass, wenn man in der zweiten (Gleiehung
dieses Artikels & = 0 setzt, daraus die Gleichung:

o

oo o R
. ar ab d r —
[(lll’) /‘e——-xVa:y w_ﬂ dy — 9[ = /f S . / walﬂ/#s]‘n 22 dA
. e

Vay Ve . V1 —abp

.
0

hervorgeht, deren rechte Seite nach Ausfiihrung der auf A sich beziehenden Integration

iibergeht in:
1

ab d/,t

) (ept Ve YT —aby

2z > o 10
Fiihrt man auch diese Integration aus, so wird man ———— erhalten, und es folgt somit die

Lab 1 i2
Gleiehung: g
o sin (ax + by 27
[(foc—”@ '_—(—’T—_*_.——‘/) d]j =
. Vay V4iab + &
0 0
welche fiir @ = 1, b6 = 1 ganz mit derjenigen itbereinstimmt, welche Cauchy a. a. O. aus

der Betrachtung von Reihen erhielt.

38.

In der Gleichung (II1) des Art. 35 setze man fiir f (ax + by, zy) einmal:
cos & Vay @y

3 :
w sin (ax -+ by) und dann: e—xVay
Vey Vy

e~ Yy cos (azx + by)
so wird man nach Umkehrung der Integrationsfolge der Verinderlichen A und g finden:

== 0 @ d >~ - .
f(la;/ e—xVzy M—J—qm (ax - by) dy = S’f - N _fe*"‘“/# sin kAVp . sin 22 d2

- Vay Ve - V1 — abps
1 og
— cos k m 8 _
[da:f o—xViy 20V ‘/W cos (azx + by) dy = 2 [—/_ dﬂ_»,_»; e—4 Vi cos AV pr . cos 22.d)
Vay Ve o V11— abp

Nun ist offenbar:

oo

. . 1 v r 7
e—7*sin A sin A dA = —- { = S iy
f . s 2 | («—py47 («— B3P+ 1)

0

oo

1 7 7
/e“r/1 cos al cos fA dA = 5 { Py g + (a——ﬂ)"‘:}— -

0

W b2
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Es lassen sich also auch hier die beiden Integrationen nach A sogleich ausfiihren, und
man erhilt:

o0

T sin kyay
/dx / Vo S EVEY ) (ax + by) dy =
T Vey

1

[“" c[‘u { 1 1 }
P - — —

SNV abp CEYp—2) + £ (EYpA 1) 2
und ebenso:

LV _cosL]/x‘J‘ -
[dx / e cos (ax -+ by) dy =

1

/w/) dp { 1 1
X — — -+ =
JoVi—abp Ckyp—20+xp  (RVe+ 242

Da sich auch die Integrationen beziiglich p ausfiihren lassen, so sieht man dass die
beiden Doppel-Integrale in endlicher Form gefunden werden kénnen.

Von Interesse ist jedoch nur der specielle Fall fiir x = 0. Es ereignet sich ndmlich
auch hierfiir der Umstand, das beide Integrale rechter Hand verschwinden, wenn (&* — 4 ab)
negativ, dagegen einen von Null verschiedenen Werth erhalten, wenn jener Ausdruck positiv
ist. Um dies zu zeigen bemerke man vor Allem, dass das auf das zweite Gilied sich bezie-
hende Integral, ndmlich:

1

f"" dy x
’ ‘/1——— by i (% ]/‘u_ 4 2)F 4 %°p

unter allen Umstinden mit x verschwindet, so dass man es also nur mit dem ersten Gliede
1

[“—" dp 7
<V l—ab;—z . by p—2p + 2*p

zu thun hat. Es sei nun % so beschaffen, dass &}/ — 2 nicmals Null werden kann, so lange
. 1 .. = ..
1t zwischen 0 und " liegt, so dass also der Ausdruck %V auch fiir den grossten Werth von
a

p den Werth 2 nicht erreicht, und daher

k
— 2 <0 oder B —4ab <0

Y ab
Alsdann bleibt, wie im vorigen Falle, auch fiir x = 0 der Nenner stets von Null verschieden,
folglich das Integral endlich. Mit x = 0 werdend verschwindet also der ganze Ausdluck
Anders aber verhilt cs sich in dem letzten noch zu betrachtenden Falle, wenn & ¥y — 2

fiir einen zwischen O und —/ liegenden Werth von g verschwinden kann, oder also:
ao

k
3 2 >0 oder B — 4 ab >0
] ab

ist. Dann erscheint das Integral als zu der Classe der sogenannten singuliren Integrale
gehorig. deren Werth blos aus einem unendlich kleinen Intervall der Grenzen entspringt und
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zu welchem aus den iibrigen Intervallen kein Beitrag geleistet wird. Im vorliegenden Falle
: . . . 4
bildet jenes Intervall die unendlich nahe Umgebung des Werthes p = =r fiir welchen der

Nenner (k Vp— 2)° 4 »°p mit x verschwindet, und daher das entsprechende Element des

Integrals unendlich gross macht. Ieh will nun vor Allem das Integral in die Form
1

/’“" d,u 1 x
o/ /m = 7 — 2) 22
. v v e EVE—2) S atp

bringen und von der Bemerkung aunsgehen, dass, weil nur die in unmittelbarer Nahe von

4 . c
r=1 liegenden Werthe in Frage kommen, der Factor

‘/i—ab = VF—da
23 &

als constant vor das Integralzeichen gesetzt werden kann. Setzt man zugleich auch
2 dy 4dz

Vp == B

4 Ve =
so ergibt sich:

/‘ x dx
]/A—4ab (k— )+
2V ab

Bezeichnet ¢ eine sehr kleine Grissse, so verschwinden, fiir x = 0, offenbar diejenigen
Theile dieses Integrals, deren Grenzen resp. von 2 Vab bis k— e, und von k + & bis oo
sich erstrecken, so dass allein das Zwischenglied:

beps
2 x dx

]/7»'9 —dab o (/"' — x)* 4 «*
tibrig bleibt, welches um so niher den ganzen Integralwerth darstellt, je enger das Intervall

I — ¢ bis & 4 ¢ genommen wird. Fiihrt man nun die Integration aus, so erfolgt:

4 e
——— arctg (—)
]/ A‘E = 4ab x

Hieraus lasst sich leicht erkennen, was fiir ein in Null iibergehendes x hervorgeht. Fiir

&
ﬂI‘Ctg (/—) =S

und fiir ein gleichfalls ohne Ende abnehmendes e stellt der andere Factor
1)

-

V& — lab

7 = 0 wird namlieh der eine Factor

ol &

bereits den richtigen Grenzwerth dar.
Fasst man diese Resultate zusammen, so folgt, dass jedes der beiden Integrale:

[ k
f "793/ s ]L_‘ —lg sin (ax + by) dy ! f(h/ s ‘1—1/ cos (ax - by) dy
0 0

Vay 0 ‘/wf/
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=0 wenn 4ab—KE >0

2r
wenn kK —4ab >0

T VE—4ab
Fiir das erstere Doppel-Integral stimmen diese Ergebnisse genau mit denjenigen
iiberein, welche Cauchy a. a. O. auf ganz verschiedenem Wege gefunden hat. Soviel mir
bekannt ist dagegen das zweite Integral bis jetzt nicht in Betracht gezogen worden.

39.

Setzt man in der Gleichung (III) des Art. 35 fiir f (ax -- by, xy) den Ausdruck:
sin & /@y sin (ax 4 by)
Vey " oax by

so wird man finden:
1

= . O . b = LA
[dacf sin k]—/my . sin (az 4+ by) dy = _ du s [sm (% ].//1 . A) <in 24 d) -
& A ‘/;z:y ax -+ by . ‘//,4 Y1 —aby - A

Um zuerst die Integration nach A auszufiihren, kann man von der bekannten Gleichung:

= =]

fe_rl cos ak —cos bA i — é o 740

A

rt+a
0

ausgehen und bemerken, dass
- =G
cos aA — cos b = — 2 sin —— A sin

- -

b
A

und also, wenn: ¢ = a + 3, b = a — (3 gesetzt wird:

. A

1
sin aidd = — -
/ 4 = ("_“9)2 _!_ T..

und fiir y = 0:

~o

f sm)ﬂ/l sin al . do :i log (a +,3)2

a— ;3

\

0

Setzt man hierin: = kVp, 2z = 2 und substituirt dann den Werth des Integrals in die

obige Gleichung, so folgt fiir deren rechte Seite der Ausdruck:

1

ab L1/ \ 2
1 /‘ dp e (9—}-14,;1.)

1) va.vi—ab o kvn
. Vi . V1—aby 2—kyp
Setzt man darin, der Vereinfachung wegen:
Y d, 2 sin ¢
ab . p = cos® x e A 2%
Ve Vab

so erhilt man:

2 9 1/3 2\ 2
1_ fdx.log (u‘/a_b—*_kcosm)
2y ab 2yab—"Fkcosx

0
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Ob sich dieses Integral in endlicher Form darstellen lisst, oder ob es nur einer Redue-

tion auf eine einfachere Quadratur fihig sei, will ich auf folgende Art zu entscheiden suchen.
Es seien @ und 2 zwei Constante und zwar sei:

0<a=xm und —1<p< +1

cos @ dy cosa:dx
f /Jcosx+_l f ycosx:i-I

Fiihrt man auf jeder Seite die erste Integration aus, so findet man:

so ist offenbar:

) ’Zly 2 1—y o
log (1 - 3 cos x) dx —_—/— { 7 — —-——— et ( . tan —)}
(f g(1+4 ) Sy VI—§F IV 11y €3

Sehreibt man — f fiir 3, und — y fiir y, so erfolgt:

@ 3 T
d 2 1
flog (1 —p cos z) dx :fjl/ { °— — - arctg ( I—:I—_—:j . tang %) }
0 0
Die Differenz dieser beiden Gleiehungen gibt:
a 3 —
14/ coszx dy 1+ vy o 1——J «
l l = 2 < t —_ . ta — | —ar t . L -
fob 1—,%05.:,(1 f Vl—— = 'ucg( 1y ang 5 arctg s tang 2>}
O

Das Integral rechter Hand lisst eine betrichtliche Vereinfachung zu. In der That,
setzt man:

y — sinz . dy = cos x dx
so gelangt man zu der bemerkenswerthen Gleichung:

arcsin 3

1 +/9 cos @ il
log - dre = 2 t t: . . . .
f og — 1—,9 o x fbm‘b arcto (sm u tang x) ( )

0

Fiir « = = folgt hicraus:

wl Bl

= 5 nr\smﬁ
1 cos

f log =7 gy = o [
l—ﬁ cos & sin

0 0

Hieraus geht nun zur Geniige hervor, dass von einer Darstellung des vorliegenden Inte-
grals in endlieher Form nicht dic Rede scin kann. Ich erwihne dieses Umstandes auch darum,

weil aus einer Formel von Lobatschewsky') (Mém. Kasan. 1836. II, p. 23) fiir jenes
Integral sich der Werth:

dx

@ 1
2 A log sec (Z — - arceos )
ergibt.

1) S. Biereus de Haau, Tables d'intégrales définies. T. 343, Nr. 13.
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Dies vorausgesetzt, hat man also:

oo ooSin & ‘/SC?/ Siﬂ (a7/+ b’l/) 9 arcsmg‘/;,: e

d [ v X K 7 - / / n
[ x,) |/wy ax + by ay = r—l/ab-,b Gn ; wenn 4 ab—k* << 0
0 0

Die oben gefundene Formel (1) ist nicht mehr brauchbar, wenn der absolute Werth von
3 die Einheit iibersteigt. Dann muss in der Gleichung

flllO 14743 cosmdx /(Z /‘ cosxdx
g 1+ cosa — g y cos x -+ 1

die Integration nach = auf der rechten Seite durch Logarithmen statt durch Bogen geschehen,
wobel man findet:

a 5 Py PR (o
1473 cos @ dy 1 Vel T tanc_g.
/‘log—1 - (lx:f— = g — -
2 tcos ! ‘/?/""“1 Vy+1— yVy—1. tang%
Fithrt man in gleicher Weise in der Gleichung
18 g ;
—[J CO8 J—
flog T dr = /(lz/ —
1 — cosa J %) —yecosax1
1 0
die Integration aus, so crfolgt:
a 3 — o @
1—3 cos oy ]/J 1+1/J+—1 t‘mat
f]og————-—dxz ¢ — ———=log ————— —
1 — cos Y Vi—1
o (1}

Vi1 — Vi+1. ung?
also durch Subtraction der beiden Gleichuncen

14/ cos @ ) 48
‘/‘10 l-;, oo m Wy = — Qflog tang 5 dx
0
A 2y . (]/g/—l + Vy+1. tang Qf) (1/?—{-_—1-— Vy—1. tang i:)
J‘/J 5] (‘/y———l———]/y——J,:_l.tancr

5 2) (VIFT + V=1 . tang £)

Auch hier lisst das letzte Glied eine betréichtliche Vereinfachung zu, wenn man

y— 1 ] . o
? - tﬂ,llg o y Yy = see & y (ll/ = S1h X sec” & (ZZL‘
y P

substituirt. Naeh einigen Umformungen erhilt man niimlich

o arcsec 3
& 1474 cos a\? v x\2 sin (a 4 @)
/ log (-i iy Co?x) de = — Qflog (tang 5) dz -}—flog (M
0 0 0

2 sin (¢ — )
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Diese Gleichung ist nur so lange giltig als 2 cos # nicht unter die Einheit fillt. Durch
die Gleichungen (1) und (2) ist die Transformation des in Frage gestellten Integrals fiir alle
Fille gegeben, in welchen es nicht unbestimmt oder unendlich gross wird.

40. A
Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Verinderlichen sei den Gleichungen
= X, = (2 + )" (ap + by
y = Yo =2 + 5" (o +
gemiiss festgestellt. Man erhilt dann, wie leicht zu sehen:
A == mar (af — ab) . (rA + s)*" 7. (g + O L (e + By
und wenn die gegebenen Grenzen des Integrals nach 2 und y constant sind, so ergeben sich
diejenigen beziiglich der neuen Verinderlichen wie folgt. Es ist

b @ B "
p=—ot ", p=—t4 L
a(rk+ s)™ a(rk 4 s)"
also:
1 ,l
]) 507 b 5 n
o = — — _;— o m b} by = — — + —_L—-:
a 2 a 2
a (rd-s)" a (rk - s)”
3 ak
9 P nn ? rln
/10 = = ;— + b—q——_,: ? l’zl = = /z + —_/ m
. a (rd 4 DE a (rk -+ DE

Daraus findet man auf bekannte Art, dic weiteren Grenzen-Werthe:

1 1 =z 1 1 =n

ot (e (el
7" r af — ab ’ - i —ab

n .- LR

=t (TR =t (s
» r af —ab ” . P — b

Da hierdurch Alles gegeben ist, was zur Darstellung des transformirten Integrals ver-
langt wird, so scheint eine weitere Ausfithrung derselben nicht nothig zu sein. Wohl aber
verdienen einige besondere Fille einer nihern Beachtung. Es sei namlich:

s
CO:‘O s 770:(_) 3 EIIE y 771:77
Ausserdem nehme man an, es sei
r=1, s=0 , e=1 , b=0 , a=—1 , =11
Dann ergibt sich:

1 m 1 m

fo=90 , pP=+1_ ,  p=¢21* . p=1—z"1"
1 1 ER RN
AOO — O . A]O - Em \ Aol — nm . )‘1I _ (Em —1— 7n)m

A — mn . A‘zm—l ,ln—] (1 _/1)72—-1 A xr —= Am,l'n , 3/ = )\m(l __ﬂ)n

Denksehriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitsliedern. X
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Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (III) des Art. 17, so findet man nach einigen
Umgestaltungen die folgende Gleichung:

fquf}(x,y) dy =

1 1

n

M f)" m—1 dlf(ll /l)n—lf[Am/lH )m(l /l)n d/l"'l— [A?nzwl d/\[(/!. #)n—lf[Am( )n Am nJ (Z/l%

m m

n n n
C l 7,

d
( 1 1 )L 1 w 1 m
. o m o A TS
u n n n I n
Rt g2 7 A

Fmn | B2 dA { [ (p—p2y ' fAm e, 2 (L —p)'] dp + [(,u—p)"“f[/l”‘(l —p)y At dp }

worin die Symmetme beziiglich & und % deutlich her'vmtutt.
Nimmt man hierin die besonderen Werthe 2 = 1, » = 2 an und setzt zugleich auch:

/b == cos* 0 3 dp = — 2 sin 0 cos 0 d0

so kann man der Gleichung nach einigen leichten Umformungen die folgende sehr einfache

Gestalt geben:
fdxff(w,w dy =

Y
arceos =
A

§ £
f)\dlf f()cos() A sin 0) do +f/1d/1 F(Asin @, A cos 0) db

vETs o Veg,: 0
Vit =«

+f)‘ d)‘f;f(/l cos 0, A sin 0) d
0 [}

arccos

Diese Formel wird in vielen Fillen von Nutzen sein, da, wie bekannt, die zu Grunde
liegenden Substitutionen :

x = A cos ¢ ) y = Asin 0

hanfig die gewiinschte Umgestaltung des gegebenen Differentials bewirken.
Ist £ = oo und = oo, so ergibt sich:

fdxff(x,y) dy :f/l d/lfzf(/l cos 0, A sin 0) d
0 0 0 0

£ (@ y) = er s

so gibt die angefiihrte Formel unmittelbar:

o0 o0 oo :,
/(Z:B /e_l‘: (2442 d]j _ [)L dA /-("]‘: ¥ (cos® 6+ sin? 8) 7))
o s 0 "o

Es se1 z. B.



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 179

oder was dasselbe sagt:

o0

;/ B dy
0

Das 1echter Hand noch stehen gebliebene Integral lisst sich unbestimmt finden und hat den

/ . AdA

0

ro[ 3

Werth ‘713 und man erhilt somit die bekannte Gleichung:
Rt g2 e ‘/77.'
/ e de = o7

C

1}
Es sei ferner:
Flayg) = i | ginmt yins
so ergibt sich unmittelbar:
- - B .
/e_“: s dx/e_yz !/gn—l dy = /290527"_1 0 sin** ' o do /‘e—-lz A2t —1 gy
0 0 o :

Bemerkt man aber, dass:

oo o0

: 1 | -
f cr " de = < | et " de = - 1(m)
0 B (U] -
so geht die so eben gefundene Gleichung iiber in die folgende

T

_3; [(m) 1'(n) = [(m+n) /‘;COS‘“""1 0 sin*"—* 0 do

woraus man sofort erhilt:
[ eos®™ 10 . sm?" ! 0 di =

0

1 r (m) F(n)

o l(7n+ 7)
Es sei hierin:
dx
z.Yl—=x
so verwandelt sich diese Gleichung in die bekannte Relation der Euler’'sehen Integrale erster

und zweiter Gattung, indem man erhilt:

cos ) = Vz A sing = V1 —z , di = —

1

/\xm——l- (1 R - w)n—-l dx — r(ﬂl) F(n)

['(m-n)
Ieh will ferner noeh annehmen, es werde an dic Stelle von f (z, y) der Ausdruck:
S@4y)
Vaat+ by’

gesetzt. Man findet dann aus der frithern Gleichung die folgende:

[o 1w frmaf

]y
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Vorausgesetzt, dass @ positiv und — << 1 sei, lisst sich das auf ¢ beziehende Integral in
a

die Form:

|y

1 d
Vo [ Vi—(1—Y)sin 0
0
bringen und man hat dann, wenn zur Bezeichnung dieses elliptischen Integrals nach Le-

gendre das Zeichen F” (Vl — %) angewendet wird, die Gleichung:

T @D o 1 (Vi) (e
L[dnov%f4@2@__%;F(Vﬁ a)u[fu)m

welche man auch auf anderem Wege leicht finden konute.

0

41.

Um in einem bestimmten Falle die oben betrachtete Transformation anzuwenden, wenn
die Integrations-Grenzen veridnderlich sind, seien dieselben gegeben durch die Ungleichheit:

0<Z + %<1
a

Es seien ferner in den Ausdriicken:

x = (rA + 8" (g + 6" y = (rA + 8)" (. + p)"
die besonderen Werthe
7 =l s s=20 b=20 , = —u
und
D ; n =2

auch werde ¢’ fiir @ gesetzt, so dass also:
= Ay = a Vi
y=Yon=0Va(l—p

Angenommen nun die Integration habe sich nur auf alle positive Werthe von z und gy
zu erstrecken, welche jener Ungleichheit Geniige leisten, so ist

@ i‘yaz__vz
[ e [ @) dy
0 0

das zu betrachtende Integral, also:

& =20 , £ =ua ) @ ()= 0
Hierfiir ergibt sich aus den bekannten Gleichungen:
1
7 ’
Al=0 , A=1 ) Al=1

b 5
¢ (@) = — Vot —a

@

-~

Mo = 0 , — AL , £ unbestimmt.

=
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Auch findet man:
ab

C AVE—#
Substituirt man diesc Werthe in die Gleichung (X) des Art. 21, so folgt:

N R R )
f(xy) dedy = — | da : dp.
f’/ ! o/ nf Vel —p)

wobei alle positiven Werthe von # und y zu umfassen sind, welche der Bedingung:

) —_—

w‘.’. ?2
0< S+ <1
@

entsprechen. Setzt man A = p*, p = cos® # so wird

1 xz
/]:f(x, y) dx dy = abfpdp /uf(apcosﬂ , bp sin 0) do
0 ‘0

Handelt es sich z. B. um den Inhalt des Quadranten der Ellipse, so ist f (z, y) = 1 zu setzen

und man erhiilt, wie cs sem soll, %ab fiir den Werth des Doppel-Integrals.

42.

Unterwirft man den Ausdruck
dx dy
va—a) (1—y)
der doppelten Integration, und soll derselbe alsdann durch neue Verdnderliche transformirt
werden, so eignen sich hierzu die Relationen:

x = Xy = arV1 — bt — b/;lfl——a;)_.2
y= Y, = a/ll/lg—_l;";' + 6;11/1 — @R

worin unter ¢ und & positive Griossen verstanden sind.
Aus dicsen Gleichungen folgt zunéchst:

Jf@® — 2y cosy + y°) .

2 ad V1 — by , xy = @ — Uy’
2 ye — 9 [ael‘z -+ b:»#e_ 9 a?b?/l?;fj
Dessgleichen erhilt man:
©—2aycosy - yf =4 [ o’ A* sin® % + b*p® cos® g — Ay
Q—2)(1 —¢)=(1—a2 =y
Hieraus folgt:
Vl—a) (1—y) =1—a 2=

wenn nimlich vorausgesetzt wird, es solle in der hier vorliegenden Aufgabe stets der posi-
tive Werth dieser Wurzelgrisse genommen werden. — Ferner findet man:

azlz_*_ 62#2_ 1
V91—a'l2 . Y1 — b4

:Qab.
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so dass sich das vorgelegte Differential in den folgenden Ausdruck verwandelt:
di dp

V1—a2. y1—by

——Qab.f[ (@’ A* sin® ——{—b/l cos® t——ab/l,u)].

Obhne der Allgemeinheit zu schaden kann man hierin

7 .
a = Cos \ H$— sn

-

o=

setzen, so dass nunmehr

x = Acos 21 ‘/1 — 7 s’ g——psin% ‘/1 — 7 cos""g
7—Acos— 1 — 4 an——{—,csmz 1 — 2 ecos*
wird, und der gegebene Differential-Ausdruck die Form
—siny . ddu

Flsin®*y — (1 — &) (1 — ) sin® 7]

\/l—l'co g VI—A sin %

erhiilt. Um die Bestimmung der Integrations-Grenzen beziiglich 2 und g an einem bestimmten
Falle durchzufiihren, will ich annehmen das Doppel-Integral habe sich auf alle positiven
und negativen Werthe von « und y zu erstrecken, welche der Bedingung

0 <a® + 9y <1
Geniige thun. Dann sind die Grenzen des Doppel-Integrals offenbar:
] : 5 =]
PE)=—Vi—z , ¢@=+Vi—a
Die Werthe 1, p, ergeben sich, wenn man aus der Gleichung
z=ak V1i—btp —lpV1—a#
den Werth

b/l.:-——'Ll/l @)+ adVl — o
ableitet und darin x —= — 1 und @ = -+ 1 setzt, wie folgt:
/1 — &2 V1—a'k
/lozi‘—b— ’ M=

Wenn fiir irgend einen Werth von A die Veriinderliche p zwischen diesen Grenzen liegt,
so bleibt, wie oben vorausgesctzt wurde, der Ausdruck:

VIi—a) (1 —gf) =1 — a2 — b = (V1 —a 2 —bp) (V1 — a2 + )
in der That bestiindig positiv.
Was nun ferner die Werthe p°, p' betrifft, so miissen sie sich aus der Gleichung:
ergeben, welcher sie Geniige leisten miissen. Daraus aber folgt, wie leicht zu sehen:
1 —28p =202 (1 — 20
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und dieser Gleichung wird, was auch 2 sein mige, entsprochen wenn man
1

by2
setzt. Hierdurch sind nun p°, p' bis auf die Zeichen gefunden, welche sich wie folgt bestim-

p= %

men lassen.

Da p' der Bedingung y = ¢°(2) = — V1 — &* entsprechen und fiir y einen negativen
Werth geben soll, so iiberzengt man sich auf der Stelle, dass
1 1
po=— ) p=+ —

9|

by

zu setzen ist.
Fiir 4" hat man die Gleichungen:

—1=aV1—bp —bpV1—a'2 oder — 1 =2alV1— by

0 =arVl—bp —buV1— a2 oder + 1=26uV1_—a 2
woraus man sieht, dass A, negativ (p,” dagegen positiv) werden muss, und zwar findet man
1
ay?2

A = —

Fiir 4" bat man aus @hnlichen Griinden die Gleichungen:
+1=2aV1—6&y
— 1 =20 V1-—a

woraus folgt:

1
)\11 = + =
47 ‘/ -
In gleicher Weise findet man die iiberigen Werthe
1 1
R
ay?2 a2

Dieses vorausgesetzt, substituire man die gefundenen Werthe in die Gleichung (IV) des

Art. 17, so ergibt sich:

f ,f(xﬁ_sz/cosr+J)dx )
]»'1_—-‘--.17 V1i—yg

(ab/ d / Sm r_4( L —icoszé)_(b_{li i )l dp
V1—ead . Y1 —0by

wobei fiir z und y alle posmvcn und negativen Werthe zu setzen welche der Bedingung
0 < o* + y* << 1 geniigen.

Im 20. Bande des Journals von Crelle beschiftigt sich Prof. Illacdenkamp mit einer
analogen Transformation fiir den besondern Fall, in welchem

f(x*— 2y cos y -+ v 1
— "t dr dy = —— — M-
V1—a* . 1 — y/sin? r—‘*<.L——‘).L“/COQT+‘/)‘/1—~—x'-‘/1 Yy

m[x

dre dy

‘°,A
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Setzt man:
T = COS U , Yy = sin v
so verwandelt sich der Differentialausdruck sogleich i die daselbst gewihlte Form, nim-
lieh in:
du dv

V1 — cos® y — cos® w — cos* » — 2 cos y €os u C0S v

- ol e

Wendet man dagegen die Transformation mittelst der Grossen 2, 4 an, so erhiilt man:

di dp

=— —=r——————— . . . . cma (&
* Viu—»a—resl) . V—pma—mesinl)

Wenn nun aber hicraus der Schluss gezogen wird, dass auch die doppelten Integrale von
(1) und (2) cinander gleich seien und zwar dass

du d ;
.[/‘/1 — e —ooo = F (A, cos %) . P (u, sin %) il (3)

% — cos® v — 2 cos®y €os u cos ¥

das Product zweier clliptischen Integrale crster Gattung sei, so liegt hierin offenbar ein Irr-
thum; denn aus den vorangegangenen Betrachtungen hat sich mit Bestimmtheit ergeben,
dass das durch zwei neuc Veriinderliche transformirte Doppel-Integral nicht nur aus Einem,
sondern im Allgemeinen aus drei wesentlich verschiedenen Bestandtheilen gebildet ist, deren
Srenzen nicht constant, sondern verinderlich sind. Nun miissten aber wohl die Grenzen
beziiglich der neuen Verinderlichen 4, s constant, oder, was dasselbe ist, von einander unab-
hiingig sein, wenn aus der Integration von (2) das angegebene Product hervorgehen sollte.
Fehlschliisse, wie derjenige. aus welchem die Gleichung (3) erhalten worden ist, lassen sich
jedoch in dieser Materie auch sonst Gfter bemerken.

Ich fiige nur noch bei, dass man in dem oben betrachteten Beispiele auch die Grenz-

bedingung: 0 << «* cos‘“’% + 9 sin® % <~ 1 hiitte zu Grunde legen kénnen, und dass die
Transformations-Gleichungen:
x = al V1 —}—Z/_f' — b V1 + &2
y=arV1 + 02 + tpV1 + &2
wofiir man
1 a2 4 6%
YiTer . yitee

erhiilt, ebenfalls zu neuen Resultaten fiihrt.

A= —2ab

43.

Manche bemerkenswerthe Ergebnisse lassen sich aus der folgenden Betrachtung ziehen.
Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Verdinderlichen sei durch die
Gleichungen:
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m?ﬂ yn

w"l 771
L Y — 1
r r s s
p—a p —b

gegeben, oder, was dasselbe heisst, es seien fiir z, y die folgenden Ausdriicke in 4, ¢ gewihlt

worden:
5= — (r— £ (7= a) (v — a) %%
U =) @ =0 = (=) (=)
Y Y, = (¢ —2) (2 —#) (& =) %—
@ =) =)= (T —d) (@ =)

Setzt man zur Abkiirzung:

P={—d)0—%) , Q=0 —d)(—0?)
so ergibt sich, wie eine leichte Rechnung zeigt:
1 iy v b 7 (=) 045 (=) PT [ (0 ) @4 2= (0 —2) P]
A =—.X"" Y
mn (r— Q)s
Was die Grenzen des Doppel-Integrals betrifft, so werde ich in den Fillen, von welehen

bald ausfiihrlicher die Rede sein wird, annehmen, die Integration habe alle diejenigen posi-
tiven Werthe von « und y zu umfassen, welche der Bedingung:

n '7/71
e

r r S S

% — @ g —0b
Geniige leisten, vorausgesetzt dass a. 3, a, b positive Grossen bezeichnen. Da die Durch-
fithrung der Aufgabe in der so eben angedeuteten Allgemeinheit hier, schon der weitliufigen
Resultate wegen nieht Platz finden kann, so werde ich nur solche Fille naher erdrtern, in
welchen gewisse Speeialisirungen eine Vereinfachung bewirken.

x

0 <

44.

Zunichst moge der besondere Fall betrachtet werden, in welchem die beiden Expo-
nenten » und s einander, und zwar jeder der Einheit gleich ist.

Fiir diesen Fall wird A wesentlich einfacher. Man erhilt nimlich nach einigen Reduc-
tionen:
1 p—2

A= -

wa—" " [a—g @l lo—n wonl™

Dieser Ausdruck kommt also zur Anwendung, wenn in einem Doppel-Integral statt «, y

die neuen Verinderlichen 2, ¢ vermoge der Gleichungen:
:n??l yn

A—a A—b

p—a p—b

Denkschrirten der mathem.-natmrw. Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtmitglicdern. M

=3
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eingefiihrt werden sollen. Auch hierbei findet die Voraussetzung des Art. 1 nicht statt, dass

die neuen Verdnderliehen 2, g durch die alten x, y ganz unzweideutig bestimmt seien. Um

sich hiervon zu iiberzeugen kann man 2, g explicite durch =, y ausdriicken, was, wie man

sogleieh bemerkt, sowohl fiir 4 als aueh fiir 4 die Auflosung einer Gleichung zweiten Grades

erfordert. Aber es ist zugleich auch klar, dass diese Gleichung genau dieselbe fiir 2 wie fiir p

ist, dass mithin A und g die beiden Wurzeln jener Gleichung sind, und dass man also hat:
1= e ey et s VT e T 10 Tl

. a el
/Z =;{w’“ Y et bF V@ 4y 4 a+ b)) — 4 (" + ey + ab)}

wo die Doppel-Zeiehen correspondirende sind.

Ks ist nun aber von Interesse die Grenzen zu kennen, zwischen welchen diese Wurzeln
gleichzeitig liegen, wenn man, wie dies die Aufgabe verlangt, « und y als positive und
reelle Grissen voraussetzt.

Leichter als aus den angefiithrten Wurzelausdriicken lidsst sich diese Frage auf folgendem
Wege beantworten.

In den Gleiehungen

1

ng_(iﬂ_—a)ﬁ

=y (
A—b) (n—2>) )

kann man, ohne der Allgemeinheit zu schaden, annehmen, ecs seien die als positiv voraus-
gesetzten Grossen ¢ und b so beschaffen, dass ¢ > &, folglich @« — b positiv ist.

Alsdann lassen sieh drei Intervalle unterscheiden, zwischen welchen 2 liegen kann;
die entsprechenden Intervalle von g lassen sich wie folgt finden.

Es sei zundehst A > a > b so ist A — ¢ und A — b positiv; es kann daher z unter
allen Umstinden nur dann reell und positiv bleiben, wenn g — a negativ, oder also o << «
ist. Damit ferner auch y reell und positiv bleibe, muss 0 — & positiv, folglich ¢ > & sein.

Nimmt man ferner an, es sel @ > 4> b so ergibt sich durch dasselbe Raisonnement
dass ¢ > @ und g > b sein miisse.

Nimmt man endlich den letzten noch mégliehen Fall an, dass « > 6 > A, dann kénnte
« offenbar nur reell und positiv sein, wenn g — @ positiv, folglich g = a wire, wihrend y
unter derselben Voraussetzung nur dann reell und positiv sein kénnte, wenn g — b negativ,
folglich p1 << b wire. Wire nun aber p > @ und p <7 b so miisste auch & > a sein, was
gegen die Voraussetzung ist. Es sind also nur die beiden zuerst betrachteten Falle moglich,
und es folgt hieraus, dass

entweder A>a>6 und gleichzeitig a>p>06 . . . . . (1)
oder ¢>2>6 und gleichzeitig p>a>b6 . . . . . (2

sein muss, womit die Grenzen der Wurzeln jener quadratischen Gleichung gegeben sind.
Da sowohl 2 als y durchaus symmetrisehe Funetionen von 4 und p sind, so ist das

Bereich der Werthe, weleche 2 und y durchlaufen, dasselbe, ob man sieh 2 und p in den

Intervallen (1) oder in jenen (2) bewegen lidsst. Daraus folgt, dass bei Bestimmung der
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Integrations-Grenzen beziiglich der neuen Verdnderlichen nur entweder die Intervalle (1)
oder nur jene (2) beriicksichtigt werden diirfen, in keinem Falle aber die beiden zugleich.

Welches der Intervalle (1), (2) man wiihle, ist an und fiir sich ganz gleichgiiltic. Wenn
man aber, wie es seither gehalten wurde, beziiglich der Aufeinanderfolge der Integrationen
naeh den neuen Veriinderlichen, bereits eine feste Ordnung gewihlt hat, so iibt jene Wahl
auf die Form des transformirten Integrals einen wesentlich bestimmenden Einfluss aus. Dieser
Umstand verdient eine etwas nahere Ausfilhrung, und ich werde daher, immer unter der
seitherigen Annahme, dass zuerst nach p und erst dann nach 2 integrirt werde, die beiden
Fille (1), (2) nach einander betrachten.

45.
Aus der Grenzbedingung:
.rl‘lll 1/7[
: 1
0 < ao—a @ [F—0 <
folgt

& =0 , ¢ (@) = 0
VY 7 e :
— ¥ — 1 A ‘L___ 3 “/ — L
& =Va—a . ¢ (2) — Va—a—z

Unter der durehaus festzuhaltenden Annahme, dass
a>pB>a>0
werde ich nun den ersten der im vorigen Artikel unterschiedenen Fiille niher betrachten, in
welehem nimlich
A>a>0b und zugleich a>p>b

ist. Vor Allem handelt es sieh dann um die Werthe g, g, 1%, ph

Naeh Art. 1 findet man nun
o aus der Gleiehung (A — @) (1 — @) = 0, so dass p, = @
(a —b) (e — a)

A—a
wobei, wie man sich sogleich iiberzeugt, s, = & Dbleibt, so lange man A > a nimmt. Sofort
erhilt man:

p aus der Gleichung (A — @) (p — @) = (b — a) (a — @) also g, = @, —

1" aus der Gleichung (2 — 0) (p — 0) = 0, so dass p’ = b
3
¢ aus der Gleiehung (A —8) (p — b) = (¢ — b) (B — 0) + !
(~4

woraus sich ergibt:

— A—=a (r—q
(a—a(a—BYA—f (B—b) (e —b)(x—2)
a—Pp—a+tb)+af—ab | A (za—f—a+b) +af — ab
Hier muss nun untersucht werden, fiir welches Intervall von Werthen der Verinder-

p=a

lichen A der Werth von p' in der That zwischen ¢ und & liegt. Dieses aber ldsst sich ent-
sehieiden, wenn man bestimmt, zwischen welchen Werthen A liegen miisse, damit die Briiche
in den beiden Darstellungen von g positiv bleiben. Zu diesem Zwecke bemerke man, dass
der Ausdruek im Nenner 2 (a — 3 — « + ) 4 @3 — ab stets positiv bleibt, so lange 4

¥ w2
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zwischen den dussersten Werthen « und 6 der Ungleichheit « > 8 > a > 6 enthalten bleibt.
In der That erhilt man den Werth (¢ — @) (a — f) fiir A = 2 und ebenso erhdlt man den
Werth (g — 6) (e — 6) fiir A = 6. Da nun der gedachte Ausdruck linear ist, so leuchtet die
Richtigkeit des Behaupteten von selbst ein.

Untersucht man nun auch den Zihler jener Briiche, so ist klar, dass das Zeichen des
einen nur von dem Factor A — 8 abhingt, dass also der ganze Bruch positiv bleibt, so lange
A > f3 ist. Eben so zeigt sich, dass der zweite Bruch nur so lange positiv bleibt, als 2 > o ist.

Daraus folgt als Resultat: )

Es ist: @ > p' > 6 nur so lange als a > 2> > a > b;
und der fiir 4' gefundene Ausdruck ist nur so lange giltig als jenes der Fall bleibt.

Es ist kaum nothig zu bemerken, dass diese Einschrinkungen aus den beiden zu Grunde
gelegten Bedingungen 2> a > 6, @ > p > b und der Grenzbedingung des Doppel-Inte-
grals hervorgegangen sind.

Auf diese Ergebnisse gestiitzt sind nun auch die Werthe von A4, 4, 4}, 4,° zu bestimmen.
Mit Riicksicht auf die Gleichungen des Art. 1 erhilt man 4 aus den beiden Gleiehungen:

(—a) (4 —a) = 0 , (A=) (r— ) = 0
welchen gleichzeitig geniigt wird, wenn man
A= a ) pe' =0
setzt. Zwar wiirden auch dic Werthe 2" = 0, p,” = a geniigen; sie sind aber nicht zulissig,
weil sonst, entgegen der frithern Voraussetzung, A unter @ zu liegen kime.
Ferner findet man ;' aus den Gleichungen:
A—a)y(p—a)= (b — a) (2 — a)
(o= A=) p—0b)=(@—a @—0b(e—b +@1—0a(—a(B—0
Da die letztere Gleichung sieh cinfach durch die folgende (A — 6) (1 — 6) = 0 ersetzen
liisst, so folgt, dass den beiden Gleichungen durch die Werthe
=@ ) pm =0
entsprochen werden kann. Zwar geschicht dies auch, wenn man A' = b, p,' = a setzt; da
aber hierbei Werthe von 2 vorkimen, welche kleiner als @ wiren, so wiirde man mit der

zu Grunde licgenden Voraussetzung in Widerspruch gerathen.
Fiir A hat man die beiden Gleichungen
0 =]

(A—a)(p—a)=0
(6 —a) G — ) (1 —b) = (s — @) (§— b) («— &) + (A— @) (r — @) (B — )
Wie man leicht bemerkt, kann die letztere Gleichung durch (A—6) (p—06) = (3 —0) (a —b)
ersetzt werden, so dass die Werthe
A = , B =«

als entsprechend erseheinen. Aueh das Paar 4' = «, p,) = f geniigt jenen Gleichungen,
aber es ist dennoch auszuschliessen, weil darin ein Werth von g vorkommt, welcher grosser
als @, namlich = 3 ist, was der Voraussetzung widerspricht.

Endlich hat man fiir 2,° die Gleichungen:

A—b) (g — 1) =0 . (A —a)(p—a) = (b— a) (x — a)
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welchen durch die Werthe:
A =a ) ' =5
Geniige geschieht. Die beiden Werthe A° = &, p,° = «, welehe ebenfalls geniigen, sind
unzulissig, indem dabei p iiber ¢ zu liegen kommt.
Dic Substitution der so eben ermittelten Grenzwerthe in die Gleichung (IV) des Art. 17
liefert nun das folgende bemerkenswerthe Resultat:

man (@ — b)"‘ E f/f x, y) de dy =

/(u/‘ —z) {(X Y) du /da/ ﬂ—;) {(X Y) du
(1—a) (“—ﬂ) [(l—b) (/t—b) (/1 —a) (a—#) [(i—ﬂ) (#—:9)]1_—

+ (@—a)(a—23) (3— 1)
T Te—p—at ) +ai—ab

wobei das Doppel-Integral linker Hand sich iiber alle positiven Werthe von z und y zu
erstrecken hat, welche der Bedingung

0 <~ +

entsprechen, und worin zur Abkiirzung:

1 1

A= (_ W)— ’ Y — (w)—

a—b a—b

gesetzt wurde; dabei ist vorausgesetzt, dass a > > a > b sel.

46.

In gleicher Weise werde ich nun auch den Fall (2) des Art. 44 betrachten, fiir welchen
gezeigt worden ist, dass alle moglichen Werthe von «, y erhalten werden konnen, wenn man
A, ¢ in den Intervallen

a>Air>0b und gleichzeitig p>a>0b

sich bewegen lasst. Sucht man, immer unter der Voraussetzung dass a > > a > 6, dic
Werthe von g, p, ¢, p2' so ergibt sich auf gleiche Art wie im vorigen Artikel

(¢ —b) (= —a)

a— 2

=N : M =a 4+

wobei in der That g, > @ bleibt, so lange 2 << « ist.

Fiir p* lisst sich kein Werth angeben, welcher den obigen Anforderungen entspricht
und fiir welchen gleichzeitig sowohl @ als auch y positiv wire. Indessen eliminirt die all-
gemeine Formel, auf welche der vorliegende Fall alsbald angewendet werden wird, von
selbst die fragliche Grosse p'.

Ferner ist:

. (e @=8) ()
CA(x—f—a+b)+ a3 — ab
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Wie friiher gezeigt wurde, bleibt der Nenner dieses Bruches so lange positiv, als 2
zwischen den Hussersten Werthen a und & enthalten ist. Es bleibt somit der ganze Bruch
positiv, so lange A < 8 ist. Daraus folgt also:
Es ist g > a > b, nur so lange als « > 3> A bleibt.

Die vier Grenzwerthe der Veriinderlichen A ergeben sich wie folgt.

20 findet man aus den Gleichungen:

A—a)(p—a) =20 , (A—0)(p—20) =0
Man geniigt beiden zugleich, wenn man setzt:
A = ) t' = a

Zwar liesse sich jenen Gleichungen auch noch dadurch Geniige thun, dass man A’ = q,
1 = b setzt; aber diese beiden Werthe sind auszuschliessen, weil sonst y unter @ herab-
gehen wiirde.

A} erhilt man aus den beiden Gleichungen

Gp—a)p—a)y=0—aq@x—a . (GA=0@r—0=0
und man findet:
M =0 , "0
Die beiden anderen, im Allgemeinen noch miglichen Werthe 4 = «, p,' = b sind

wie leicht zu sehen, unzulissig.
A, liefern die Gleichungen:

f—)p—a)=0 , Q—B@—b=@F—1b—1H
aus ihnen findet man:
Al =a , m' = pf
Die beiden noch moglichen Werthe A;' = 3, ity = @ sind zu verwerfen.
2,° endlich folgt aus den Gleichungen:
(A—=0(p—0b =0 ; (A—a)(p—a) = (f—a)(zx— a)
und zwar hat man zu nehmen:
A =0 , p' = a
Auch hier sind die weiteren Werthe 2" = a, p,° = & als den Voraussetzungen wider-

sprechend nicht zuldssig.
Setzt man diese Werthe der Grenzen von A und p in die Gleichung (V) des Art. 18 ein,
so ergibt sich als Resultat dieser Betrachtung:

77'Zn (a . Z));:+7“_1 ./]:f (x’ y) (Zx (]y :/(]A/[ ("/l —:I‘I;i'i(‘[\—’ )') d/l ]l 5
JooJle—o@—pl "lo—t)@—8f "

(a—a) («—1) (5—N)

a4

A(@—g—a+b) + ad—ab

wobei das Integral ant der linken Seite sich auf alle positiven Werthe von @ und y bezicht,
welche der Bedingung

i m'nl 111
0 < 4 Y

a—a f—0b

<1
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geniigen, und wobei zur Abkiirzung:

1 1

XE:(_@~@@—W§E Y:(a—wu~w§7
a—b ’ a—1b
gesetzt, und « > f > a > b angenommen worden ist.

Vergleicht man das Resultat dieses Artikels mit jenem des vorigen, so zeigt sich der
merkwiirdige Umstand, dass das transformirte Integral einmal blos aus einem, und das
anderemal aus zwei verschiedenen Ausdriicken zusammengesetzt erscheint. Es kann daher
wohl die Frage entstehen, ob sich die Ubereinstimmung beider Ergebuisse nachweisen lasse.
Die Beantwortung dieser Frage ist schon darum von Interesse, weil in ihr zugleich eine gute
Probe nicht nur der so eben gefundenen, sondern auch einiger friiheren allgemeinen Resul-
tate enthalten ist.

Es lisst sich ndmlich leicht zeigen, dass die in diesem Artikel erhaltene Transformation
unmittelbar auf die zweigliederige des vorigen Artikels fithrt, wenn man einfach (im Sinne
des Art.25 begriindeten Satzes) die Integrationsfolge umkehrt, und sich hierzu der Formel (2)
des Art. 25 bedient, vermige welcher man hat:

X ¢ 1(%)
fd)‘ff (A4 p) dp =
%o <O ()
P 2 ey Ay ) A
/(]/I /f (4, 1) dA +/d/1 /f (4, p2) dA + /(]]l /f (A 1) d2
() () ) ¢ () @) o
worin 2 = ¢°(n) aus der Gleichung p = ¢°(2)
und 2 = ¢'(y) aus der Gleichung p = ¢'(2)
abzuleiten ist. In dem vorliegenden Fall ist zu setzen

(¢ —a) (a—b) (B —2)
i@ —f—a+b)+ab—ab’ p(h) =

a

o =0a =20 , () =a +

Daraus erhiilt man also: ¢'(4) = ¢'(4) = « und

(e —a) (a — ) (B—p)
pla—A—a-+b)+ af —ab

) =3 5, )=« : &) =a +

Setzt man zur Abkiirzung:

1

FQ )=+ f (4]\', )
[e-a@-nl= le-nw=a]

so hat man also:

fd)[(/.t—- 2 F (4 p) dp _f(l/lf(/1~)) FQ, p)dr + /c/‘u / (/,L——)) (X, pp) d2

D(}) NI(,

Wenn man nun in den beiden rechts stehenden Integralen die Verdnderlichen 2 und p
mit cinander vertauscht und bemerkt, dass hierdarch F (2, s) als durchaus symmetrische
Function von A und s sich nicht @ndert, withrend der andere Factor (1 —2) als alternirende
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Function das entgegengesetzte Zeichen annimmt, und die Ausdriicke ¢°(2) und ¢°(u) geradezu
in einander iibergehen, so folgt unmittelbar, dass:

fdk[(,u—))F (% 12) d,l—fdz[(,;—))F(A,y)d,hufd;f(p_—z)F (2, ) di

¢°(3) 7 #0(%)

Q. E. D.

47.

Um an bereits bekannte Resultate anzuschliessen, will ich einige besondere Fille der
so eben gefundenen Formeln betrachten, und wihle dazu den Fall, in welchem 3 = a ist:
Hierfiir ergibt sich aus der Gleichung des Art. 45, wenn man darin zugleich m und » fiir

1 1
= und = setzt:
m

a

: (r = f (X Y)dp
) dz dy = A
fff(x y) dw dy = )"‘*" 1 /C af[(x—a) @@= [0 =8 (e =B

mit der Bedingung:

1 1

m

X o,
0 < _— + —_ < 1 , z und y positiv

und wobei

x=[imRe—n] |y [A=eod)

@ — (0 a—b

Es se1 zunichst
f(zy) =1

dann lisst sich der Werth des Doppel-Integrals leicht finden, man erh#lt namlich:

) X

(a—a)" — x— b\ pe—a” 1
f dx / dy = (a_a)f dax (a——a—x)
0

Setzt man thl n:
2= (a—a)" . ¢" \ dz = m(a—a)" "7 dt

so geht das letztere Integral iiber in:

m (a — a)" (a — b)"/(l iy e

woflir sich der Werth:
. . L(m) [(n)
(@ — a)" (& —b)" . 1,(m+”—)

mn

m—+4n
Hieraus zieht man das Resultat:

I) (g — 1) du __ _mn ) (e BV (g b)Y I{m) [(n)
o ‘ f ) — a) (“—/‘)1 4 [(l_b) (#—b)]l_n m-4n & s )" (e ) I(m+-#)
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Ich will ferner annehmen, es werde

47 +4)

fir f(z, y) gesetzt.
Driickt man diese Function durch 2, p aus, so erhdlt man sehr einfach:

f(%) fiir £(X. Y)
Es ist daher:

1

f[f(1 +f"' ;) dr dy —

mn / / ))f(l/l)
’"'"" la ()—a) (a—u)] [(X-b) (ﬂ_b)]

wobei:
1 1
o 7

— T <l

V)=

®$— a

In dieser Gleichung sind einige bemerkenswerthe besondere Fille enthalten, zu welchen
man auf folgende Art gelangen kann. Man setze — A, — p fiir A, p, so wie gleichzeitig auch
— a, —b fiir a, b und setze hierauf a« = 0; dadurch nimmt die Gleichung die folgende Form an:

e ¢ — ) £ (%) e
ﬁ}@”"”_)“ir—"““”%/ /0—@a~MHﬂaLw@~M“*

mit der Bedingung:

1 1

0< + <1

Bemerkt man nun, dass aus einer Gleiehung des Art. 30 das auch sonst schon bekannte
Resultat:

1

‘Lm Y . m In r(m) F(’Il) ,_,m+n—~1
/f ( )dde mnabm‘ Fiz)dz. . . .. .Q)
0
folgt, wobei fiir , y die obigen Bedingungen gelten, und setzt man F(z) = f(1 — 2) so
kann man das urspriinglieh gegebene Doppel-Integral sogleich auf eine Quadratur reduciren,
und erhilt somit die fo]gendc Gleichung:

)~@@~M“"m~wm—®“"

1

1) () / _

m hn m+4n—1 zm-{-n 1 2 5

a" b (b — a) Tmtw) . f(l—z)d
Q

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. 1:d. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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Es sei, um ein Beispiel zu betrachten:
S =" ) fA—z)=@1—2""

so findet man die bemerkenswerthe Gleichung:

a 6 s K mtr—1 - _, I'(m) ['(n) I'(x)
dA p— P ortr—1 (h—qgyrtn—1
[ [[l—a) C—AF " [G—5) BT i) [+ 2+ 7)

Indem ich noch weiter specialisire, sei

m=n=7"r =

O] =

Dann ergibt sich, mit Riicksicht auf die Gleichungen:

! s 3 1
riG)="vs ) r)=s;
und wenn man zugleich 22, ;2 fiir A, g und o2, &° fiir a, b setzt:
@ ]
/d)/ ('ug—p) d,u _ _75
SOV R =) @ =) B8 (=) 2

Wie man sieht ist diese bekannte Gleichung, welche zuerst Lamé fand, und welche
spiter von Poisson auf andere Weise abgeleitet, von Chasles und Terquem aber durch
geometrische Betrachtungen gefunden wurde (s. Moigno, Cale. intégr. pag. 244 — 249),
nur ein sehr specieller Fall des oben entwickelten Theorems.

Ich will schliesslich noch annehmen, es sei

1
IO = e i ’ T T

dann wird man nach wenigen Umformungen erhalten:

[;mf' (A —p) dp B . dp -
SO0 @l [a—b (u— o " Vab — i - yab— ki)

1

- bn—‘.’ f dx - bn—?
4 ) = — . K
sinnw gt t! V1 3 el sin nw g t?

wenn man, wie in Art. 27 mit X das hierin vorkommende elliptische Integral bezcichnet.
Auf dhnliche Weise wiirde man durch die Annahmen
flR)=ViI—2 .Vl —F2 , m+n =1
£&) = log (1 —2)

u. s. w. zu neuen Resultaten gelangen.

48.

Die so eben gefundenen Ergebnisse waren, fiir die Annahme = a = 0, besondere Fille
der am Schlusse des Art. 45 erhaltenen Gleichung. Ich werde nunmehr einige Anwendungen
von der im Art. 46 entwickelten allgemeinen Gleichung, fiir die Annalime a —a = 8 — b

folgen lassen, wofiir jene Gleichung in
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! (=0 (X, Y) du
f(x y) dx dy — 1)7:1 n— / f 1—m 1
s oyt ) el =) e — )
tibergeht, mit der Bedingung
1 1
0 < aia” I]
ad— Q

Man nehme an, es werde hierin

1 1

f(a iy I gﬁ) an die Stelle von f (z, y).

also:

S (4 + p) an die Stelle von f (4, Y)

gesetzt. Alsdann ergibt sich, wie man leicht ersieht, die folgende Gleichung:

; .”IT % , . mn (/"—))f(x_]rzu) d:u
[Fletb st y?) dmdy = (g / *f 0= @—p " Ta~8) —o]
Da nun

flatbodam 4y )=f(a4b+(2—a). “_”)

so hat man, nach der Gleichung (1) des vorigen Artikels:

4 L [(m) I
//f (a + b4 2" + g/") dz dy = mn (& — a)"*t" . 1((7:3 (:;f*””*" "fla+b+ (a—a) 2] dz

womit man sofort weiter findet:

1

/ f (p— A A+ p) de
[@—a) @—p]™" [@ =8 (r— b))

a at+hi—A

I'(m) I{»)

n+n—1 1 _ -
‘Toa) 2z Slo+ b+ (a—a) 2] dz

(/L . a)nz+n (a_b)m—{-n-—]

s geht aus der Herleitung dieser Gleichung her ass sie auf der Annahme beru

Es geht der Herleitung dieser Gleichung hervor, dass sie auf der Annahme beruht,
. - 1 . . T——

es sei « — @ positiv. Fiir m = n = _ geht die Gleichung in die folgende iiber:

(e — ) f (% -+ p) dp '
{ — (o — - g d-
/(A[ ‘(A——(L)((L—/l)()_b)(#_b) ( (l) ‘O[f[(l—l— (/ a)z]

ati—2

1
Fiir f(z) = —— erhilt man z. B.
e

/ 2 / = =27 (Var b —Vath)

Vh— @@= -8 e—8) Gt

a '1+’ l
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So wie die vom Art. 43 an entwickelten Resultate sich auf die Substitutions-Gleichungen

+ =1

7 ” 8 $

©r —a p—b
griinden, so ldsst sich eine Reihe nicht minder interessanter Resultate erlangen, wenn man
die Transformation mittelst der Gleichungen:

R /;;;_ 5
oder mittelst der hiervon wesentlich verschiedenen:

ne

,us —- ,‘?s pA—
bewirkt. Eben so sind die Ergebnisse von besonderm Interesse, welche der Transformation
mittelst der Beziehungen:
T — ((lc’"1 - Z)c’“")"'
y = (ne™ - ey
entsprecheﬁ. U. s w.

Die nihere Ausfiihrung dieser Fille wiirde jedoch hier den Raum zu sehr in Anspruch
nehmen, kann aber um so cher einer andern Gelegenheit vorbehalten bleiben, als der Zweck
aller friitheren Specialititen hauptsiehlich darin bestand, die Bedeutung und den Nutzen des
allgemeinen Satzes iiber die Transformation so wie die Art seiner Anwendung in gegebenen
Fillen darzulegen.

49.

Den Beschluss der vorliegenden Arbeit mdge die Begriindung eines sehr allgemeinen,
und wie es scheint, fiir die Theorie der bestimmten Integrale nicht unwichtigen Verfahrens
bilden. Wie bekannt, gewinnt jene Theorie einen grossen Theil ihrer Resultate aus der
Betrachtung doppelter Integrale mit constanten Grenzen, welche sie in den beiden Arten der
Integrationsfolge jedesmal auf Quadraturen zu reduciren oder so weit moglich, vollstindig
zu bestimmen sucht. Wenn aber weder bei der einen noeh bei der andern Folge der Inte-
grationen eine solehe Reducticn mdglich ist und sieh also auf diesem Wege nichts erreichen
lasst, so kann doch in manchen Fillen eine andere Methode wirksam sein, welche in der
Transformation des Doppel-Integrals durch zwei neue Verinderliche besteht und welche ich
in Kiirze hier bezeichnen will. Wenn, wie bisher, der Zusammenhang zwischen den alten
und neuen Verdnderlichen durch die Gleichungen:

z = X , ) y= Ya
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und daraus abgeleitet, durch:

A=A, (=M
gegeben ist, und wenn aus der Gleichung

X = £ der Wenthge = 1,

A(l W =& - . 0=

Yo, W — % = - po=p

Yow=m - i n— (1

berechnet wird, so hat man zufolge der Gleichung (XII) des Art. 23:

& 11
fdx/f(x,y) dy =
o %o

UPRAY G, 10 1 (& 70) ;L
fd)‘[f(XY)A(]y+f d/l/f Adp+f i [ F(X, Y) A dp
A(gr 71) I A5y %) (g, 10) ‘u."

wobel, wie bisher:
dX dY dX dY
= :Z; e ;ZX‘ = -J . d_;t
Hierdurch ist das bemerkte Verfahren im Wesentlichen gegeben.
Dic folgende Umformung der Gleichung aber verdient niher beriihrt zu werden. Man
setze ndamlich den Ausdruck:
\ { -%] ] cii[ Z . ?f }f (z, y) an die Stelle von f (z, )
und bemerke, dass der alsdann auf der ersten Seite der Gleichung vorkommende Ausdruck:

{dA dM d4  dM % {dX dYy dX d)'%

dy " dx  dax dy (| dp  db dh du
nach der Lehre von den Determinanten gleich der Einheit ist, so dass sich die Function unter
den Integralzeichen, beziiglich A und g, auf £ (.Y, Y) reducirt, dass folglich auch:

dAd  dM dA4  dM
fd”[f’“”){ 'd;—d:;-dy}dJ—

1ty %1 A&, 7o) o (5 7o)
f d).jfx Y) d;;+f d/l/fA Y)dpJ_[ dA/f(A Y) du
A ) ! A&y (&1, %0) "

Setzt man z. B. hierin

Sy =1
so lasst sich das Doppel-Integral anf der ersten Seite der Gleichung unmittelbar auf zwei
Quadraturen bringen, wenn man von der folgenden Bemerkung ausgeht. Es findet niimlich,
wie man sich direct durch Differentiiren iiberzeugen kann, identisch die folgende Gleichung
statt:
i

{d[Afi[_M ] +d[M» Ai—y]}

dy dx

dA dM dM a4
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Wird dieser Ausdruck zwischen constanten Grenzen nach z und y integrirt, so kann man
beim ersten Theil die Integration nach y, und beim zweiten jene nach z zur ersten machen,
so dass man, wie leicht zu sehen, zu der Gleichung gelangt:

& %1
dM 791 B K N & dA dM &

e AL [ . =

/ &= dux dr |, 2 ’/ “y 4 dy I dy

&o %0

Lo =
.

=0

Ay 70) A&y, ) A&y, 79) A&y 71)

f,;odz +f,llda +fp°da -;—f;;‘da

MGy 70) A1 70) A(&o, 70) A&y, 70)

Durch ihre Symmetrie liefert diese Relation eine gewisse Controle aller bei ihrer Her-
leitung benutzten Resultate.

Die in das Einzelne geliende Ersrterung dieses Gegenstandes wiirde jedoch mehr zur
Lehre von den bestimmten (einfachen) Integralen als hieher gehéren und mag an anderm
Orte weiter gefiihrt werden. Ich glaubte desselben als einer der zahlreichen Anwendungen
erwihnen zu miissen, welche die allgemeine Losung der im Eingange dieser Arbeit mir
gestellten Aufgabe zuldsst.

Berichtigung.

Seite 175 ganz unten heisst es:

‘@ 1
2 1 log sec | — — — arccos
1 2

soll aber richtig heissen:
I'7r

1
2 7 log sec (I — - arcos /3



